
�ƚ�ƚŚĞ�ƚŝŵĞ�ŽĨ�ǁƌŝƚŝŶŐ͕�/�ŚĂǀĞ�ũƵƐƚ�ĨŝŶŝƐŚĞĚ�ŵǇ�ŶŽƚĞƐ�ĨŽƌ��W��ĂůĐƵůƵƐ͘�/�ŚĂĚ�ŵĂĚĞ�ŝƚ�ŵǇ�ŐŽĂů�ƚŽ�ĐŽŵƉŝůĞ�Ă�
ƐĞƚ�ŽĨ�ĚŝŐŝƚĂů�ŶŽƚĞƐ�ĨŽƌ��ĂůĐƵůƵƐ�ĂŶĚ�WŚǇƐŝĐƐ���ĚƵƌŝŶŐ�ŵǇ�ƐƵŵŵĞƌ�ďĞĨŽƌĞ�ƵŶŝǀĞƌƐŝƚǇ͕�ĨŽƌ�ŵǇ�ŽǁŶ�ƌĞǀŝƐŝŽŶ�
ĂŶĚ�ĨŽƌ�ĨƵƚƵƌĞ��W�ƐƚƵĚĞŶƚƐ͘�/�ŚĂĚ�ĚĞďĂƚĞĚ�ǁŚŝĐŚ�ƐƵďũĞĐƚ�/�ƐŚŽƵůĚ�ƐƚĂƌƚ�ǁƌŝƚŝŶŐ�ŶŽƚĞƐ�ĨŽƌ�ĨŝƌƐƚ͕�ďƵƚ�/�
ƵůƚŝŵĂƚĞůǇ�ƐĞƚƚůĞĚ�ŽŶ��ĂůĐƵůƵƐ�ĨŝƌƐƚ͕�ĂƐ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ƚŝŵĞ�/�ŚĂĚ�ƚŽ�ůĞĂƌŶ�ĐĂůĐƵůƵƐ�ĨŽƌ�ƵƐĞ�ŝŶ�WŚǇƐŝĐƐ���ǁĂƐ�Ă�ďŝŐ�
ŵĞƐƐ�ĂŶĚ�Ă�ƌƵƐŚĞĚ�ĂĨĨĂŝƌ͘

�Ƶƚ�ŶŽǁ͕�ǁŝƚŚ�ĂŶ�ĞŶƚŝƌĞ�ǇĞĂƌΖƐ�ǁŽƌƚŚ�ŽĨ�ŬŶŽǁůĞĚŐĞ�ŝŶ�ĐĂůĐƵůƵƐ͕�/�Ăŵ�ĂďŽƵƚ�ƚŽ�ĞŵďĂƌŬ�ŽŶ�Ă�ũŽƵƌŶĞǇ�ƚŽ�
ƌĞǀŝƐŝƚ�WŚǇƐŝĐƐ��͕�ƚŚŝƐ�ƚŝŵĞ�ǁŝƚŚ�Ăůů�ƚŚĞ�ƚŽŽůƐ�/�ŶĞĞĚ�ƚŽ�ƐƚƵĚǇ�ŝƚ�ĂŐĂŝŶ͘

WŚǇƐŝĐƐ���ǁĂƐ�ƚĂƵŐŚƚ͕�Ăƚ�ŵǇ�ƐĐŚŽŽů͕�ǁŝƚŚŝŶ�Ă�ƐŝŶŐůĞ�ǇĞĂƌ͕�ǁŝƚŚ�DĞĐŚĂŶŝĐƐ�ƚĂŬŝŶŐ�ƵƉ�ƚŚĞ�ƚŝŵĞ�ďĞĨŽƌĞ�
�ŚƌŝƐƚŵĂƐ͕�ĂŶĚ��ůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ�Θ�DĂŐŶĞƚŝƐŵ�ĂĨƚĞƌǁĂƌĚƐ͘�dŚĞƐĞ�ŶŽƚĞƐ�ǁŝůů�ĨŽůůŽǁ�ƚŚĞ�ĐŚƌŽŶŽůŽŐǇ�ĂƐ�Dƌ�
�ŽŶĂƚĞůůŝ�ŚĂĚ�ƚĂƵŐŚƚ�ƚŚĞ�ĐŽƵƌƐĞ�ŝŶ�ϮϬϭϴͲϭϵ͕�ƵƐŝŶŐ�ŵŽƐƚ�ŽĨ�ŚŝƐ�ŶŽƚĞƐ�ĂƐ�ƚŚĞ�ĨŽƵŶĚĂƚŝŽŶ�ŽĨ�ŵǇ�ŶŽƚĞƐ͘�/�ǁŝůů�
ĂƚƚĞŵƉƚ�ƚŽ�ĞǆƉůĂŝŶ�ĐŽŶĐĞƉƚƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵ�ŽĨ�ĞƋƵĂƚŝŽŶƐ͕�ƵƐŝŶŐ�ĂƐ�ůŝƚƚůĞ�ǁŽƌĚƐ�ĂƐ�ƉŽƐƐŝďůĞ͘

WůĞĂƐĞ�ďĞĂƌ�ǁŝƚŚ�ŵĞ�ĂƐ�/�ƌĞǀŝƐŝƚ�ƚŚĞ�ŵŽƐƚ�ĚŝĨĨŝĐƵůƚ��W�ĐŽƵƌƐĞ�ƚĂƵŐŚƚ�Ăƚ�ŵǇ�ƐĐŚŽŽů͕�ƚŚĞ�ŝŶĨĂŵŽƵƐ��W�
WŚǇƐŝĐƐ��͕�ĂŶĚ�ŝƚƐ�ŝĐŽŶŝĐ�ŚŝŐŚ�ĚƌŽƉŽƵƚ�ƌĂƚĞƐ͘

�ŽƌŝƐ�>ŝ
Ϯϯ�:ƵůǇ͕�ϮϬϮϬ

/ŶƚƌŽĚƵĐƚŝŽŶ
tĞĚŶĞƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�ϮϮ͕�ϮϬϮϬ ϭϭ͗ϮϬ



<ŝŶĞŵĂƚŝĐƐ͘��ůǁĂǇƐ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ŝƚĞŵ�ŽŶ�ĞǀĞƌǇ�ƉŚǇƐŝĐƐ�ĐŽƵƌƐĞΖƐ�ŵĂƚĞƌŝĂů͘�dŚŝƐ�ƵŶŝƚ�ĂůŵŽƐƚ�ĂůǁĂǇƐ�
ĐŽǀĞƌƐ�Ăůů�ŵĂƚĞƌŝĂů�ďĞĨŽƌĞ�ŵĂƐƐ�ĂŶĚ�ĞŶĞƌŐǇ�ŝƐ�ŝŶƚƌŽĚƵĐĞĚ͕�ĂŶĚ�ƐƵĐŚ�ƚŚĂƚ͕�ƚŚŝƐ�ƵŶŝƚ�ŝƐ�ůŝŵŝƚĞĚ�ƚŽ�
ƉŽƐŝƚŝŽŶ͕�ǀĞůŽĐŝƚǇ͕�ĂŶĚ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ͘

ϭ͘ϭ�dŚĞ��ĂƐŝĐƐ
dŚĞ�ƌĞůĂƚŝŽŶƐŚŝƉ�ďĞƚǁĞĞŶ�ƉŽƐŝƚŝŽŶ͕�ǀĞůŽĐŝƚǇ͕�ĂŶĚ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ�ŝƐ�ƐŝŵƉůĞ͘�sĞůŽĐŝƚǇ�ŝƐ�ƚŚĞ�ĐŚĂŶŐĞ�ŝŶ�
ƉŽƐŝƚŝŽŶ�ŽǀĞƌ�ƚŝŵĞ͕�ǁŚŝůĞ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ�ŝƐ�ƚŚĞ�ĐŚĂŶŐĞ�ŝŶ�ǀĞůŽĐŝƚǇ�ŽǀĞƌ�ƚŝŵĞ͘�WƵƚ�ƐŝŵƉůǇ͗

ሻݐሺݒ ൌ
ȟݔ

ȟݐ
ൌ
ݔ݀

ݐ݀
ൌ ሻݐᇱሺݔ

ܽሺݐሻ ൌ
ȟݒ

ȟݐ
ൌ
ݒ݀

ݐ݀
ൌ ሻݐᇱሺݒ ൌ

݀ଶݔ

ଶݐ݀
ൌ ሻݐᇱᇱሺݔ

ϭ͘Ϯ�KŶĞͲ�ŝŵĞŶƐŝŽŶĂů
/Ĩ�ǁĞ�ƐƚĂƌƚ�ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ͕�ĂƐƐƵŵŝŶŐ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ͗

ܽ ൌ
ȟݒ

ݐ
ݐܽ ൌ ݒ െ ଴ݒ
ݒ ൌ ଴ݒ ൅ ݐܽ

tĞ�ƌĞĂĐŚ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ƉƌŽǀŝĚĞĚ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ�ŽŶ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂ�ƐŚĞĞƚ͘

�ŶĚ�ŝĨ�ǁĞ�ĚĞǀĞůŽƉ�ƚŚĞ�ĂďŽǀĞ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ�ĨƵƌƚŚĞƌ͗
ݒ ൌ ଴ݒ ൅ ݐܽ
ݔ݀

ݐ݀
ൌ ଴ݒ ൅ ݐܽ

න݀ݔ

௫

௫బ

ൌ නሺݒ଴ ൅ ݐሻ݀ݐܽ

௧

଴

ݔ െ ଴ݔ ൌ ݐ଴ݒ ൅
ͳ

ʹ
ଶݐܽ

ݔ ൌ ଴ݔ ൅ ݐ଴ݒ ൅
ͳ

ʹ
ଶݐܽ

tĞ�ƌĞĂĐŚ�ƚŚĞ�ƐĞĐŽŶĚ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ�ŽŶ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂ�ƐŚĞĞƚ͕�ĨŽƌŵĂůůǇ�ƵŶŝƚŝŶŐ�ƚŚĞ�ĐŽŶĐĞƉƚƐ�ŽĨ�ƉŽƐŝƚŝŽŶ͕�
ǀĞůŽĐŝƚǇ͕�ĂŶĚ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ͕�Ăůů�ŝŶ�ƌĞƐƉĞĐƚ�ƚŽ�ƚŝŵĞ͘

EŽǁ͕�ƚŽ�ĞůŝŵŝŶĂƚĞ�ƚŚĞ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ŽĨ�ƚŝŵĞ͗
ݒ ൌ ଴ݒ ൅ ݐܽ

ݐ ൌ
ݒ െ ଴ݒ
ܽ

/ŶƐĞƌƚŝŶŐ�ƚŚŝƐ�ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶ�ŝŶƚŽ�ƚŚĞ�ƐĞĐŽŶĚ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ͗

ݔ ൌ ଴ݔ ൅ ݐ଴ݒ ൅
ͳ

ʹ
ଶݐܽ

ݔ ൌ ଴ݔ ൅ ଴ݒ ൬
ݒ െ ଴ݒ
ܽ

൰൅
ͳ

ʹ
ܽ ൬

ݒ െ ଴ݒ
ܽ

൰
ଶ

ݔ െ ଴ݔ ൌ
ݒ଴ݒ െ ଴ݒ

ଶ

ܽ
൅
ଶݒ െ ݒ଴ݒʹ ൅ ଴ݒ

ଶ

ʹܽ
ʹܽሺݔ െ ଴ሻݔ ൌ ݒ଴ݒʹ െ ଴ݒʹ

ଶ ൅ ଶݒ െ ݒ଴ݒʹ ൅ ଴ݒ
ଶ

ʹܽሺݔ െ ଴ሻݔ ൌ ଶݒ െ ଴ݒ
ଶ

ଶݒ ൌ ଴ݒ
ଶ ൅ ʹܽሺݔ െ ଴ሻݔ

ϭ�<ŝŶĞŵĂƚŝĐƐ
dŚƵƌƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�Ϯϯ͕�ϮϬϮϬ ϭϱ͗ϰϲ



tĞ�ƌĞĂĐŚ�ƚŚĞ�ƚŚŝƌĚ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ�ƚŚĂƚ�ĚĞƐĐƌŝďĞ�ŵŽƚŝŽŶ͕�ǁŝƚŚŽƵƚ�Ă�ƚŝŵĞ�ǀĂƌŝĂďůĞ͘�dŚŝƐ�ŝƐ�ŽĨƚĞŶ�
ĞǆƉƌĞƐƐĞĚ�ĂƐ͗

ଶݒ ൌ ଴ݒ
ଶ ൅ ʹܽȟݔ

dŚĞƐĞ�ƚŚƌĞĞ�ĞƋƵĂƚŝŽŶƐ�ĚĞƐĐƌŝďĞ�ŽŶĞͲĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů�ŵŽƚŝŽŶ͕�ĂƐƐƵŵŝŶŐ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ͘�&Žƌ�
ŚŝŐŚĞƌ�ŽƌĚĞƌ�ŵŽƚŝŽŶ�ŝŶǀŽůǀŝŶŐ�ũĞƌŬ�ĂŶĚ�ũŽƵŶĐĞ͕�ƉůĞĂƐĞ�ĚĞƌŝǀĞ�ǇŽƵƌ�ŽǁŶ�ĞƋƵĂƚŝŽŶƐ͘

ϭ͘ϯ�dǁŽͲĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů
tŚĞŶ�ůŽŽŬŝŶŐ�Ăƚ�ƚǁŽ�ĚŝŵĞŶƐŝŽŶĂů�ƉƌŽďůĞŵƐ͕�ƐƉůŝƚ�ĞǀĞƌǇƚŚŝŶŐ�ŝŶƚŽ�ƚǁŽ�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚƐ͘
��ŵĂƌďůĞ�ƚƌĂǀĞůƐ�ŚŽƌŝǌŽŶƚĂůůǇ�ĂŶĚ�ĚƌŽƉƐ�ŽĨĨ�Ă�ĐůŝĨĨ͘�dŚĞ�ĐůŝĨĨ�ŝƐ�݄ଵ ƚĂůů�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ŵĂƌďůĞ�ůĂŶĚƐ�݀ଵ
ĂǁĂǇ͘�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ǀĞůŽĐŝƚǇ�ĂƐ�ƚŚĞ�ŵĂƌďůĞ�ůĞĂǀĞƐ�ƚŚĞ�ƚŽƉ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĐůŝĨĨ͕ݒ�଴͘
�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�ƚŚĞ�ŚŽƌŝǌŽŶƚĂů�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚƐ͗

ݔ ൌ ଴ݔ ൅ ݐ଴ݒ ൅
ͳ

ʹ
ଶݐܽ

݀ଵ ൌ ݐ଴ݒ

ݐ ൌ
݀ଵ
଴ݒ

�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�ƚŚĞ�ǀĞƌƚŝĐĂů�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚƐ͗

ݕ ൌ ଴ݕ ൅ ݐ଴ݒ ൅
ͳ

ʹ
ଶݐܽ

݄ଵ ൌ
ͳ

ʹ
ଶݐ݃

^ƵďƐƚŝƚƵƚŝŶŐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶ͕�ǁĞ�ŐĞƚ͗

݄ଵ ൌ
ͳ

ʹ
݃ ቆ

݀ଵ
଴ݒ
ቇ

ଶ

ʹ݄ଵ ൌ
݃݀ଵ

ଶ

଴ݒ
ଶ

଴ݒ
ଶ ൌ

݃݀ଵ
ଶ

ʹ݄ଵ

଴ݒ ൌ ඨ
݃݀ଵ

ଶ

ʹ݄ଵ

tŚĞŶ�ĨĂĐĞĚ�ǁŝƚŚ�Ă�ƉƌŽďůĞŵ�ƌĞŐĂƌĚŝŶŐ�ĂŶŐůĞƐ͕�ƌĞŵĞŵďĞƌ�ƚŚĂƚ�ƐŝŶĞ�ŝƐ�ƵƐƵĂůůǇ�ƚŚĞ�Ǉ�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚ͕�
ĂŶĚ�ĐŽƐŝŶĞ�ŝƐ�ƵƐƵĂůůǇ�ƚŚĞ�ǆ�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚ͘
��ĚŽǁŶǁĂƌĚƐ�ƐůŽƉŝŶŐ�ƌĂŵƉ�ŝƐ�ĐŽŶƐƚƌƵĐƚĞĚ�ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�ƚŽƉ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĐůŝĨĨ�ĂŶĚ�ŚŝƚƐ�ƚŚĞ�ŐƌŽƵŶĚ�Ăƚ�ĂŶ�
ĂŶŐůĞ͘ߠ����ŵĂƌďůĞ�ŝƐ�ĚƌŽƉƉĞĚ�ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�ƐĂŵĞ�ĐůŝĨĨ�Ăƚ�Ă�ǀĞůŽĐŝƚǇ�ŽĨݒ�଴͘��ĞƚĞƌŵŝŶĞ�ƚŚĞ�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�
ďĞƚǁĞĞŶ�ƚŚĞ�ƚŽƉ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĐůŝĨĨ�ĂŶĚ�ǁŚĞƌĞ�ƚŚĞ�ŵĂƌďůĞ�ĨŝƌƐƚ�ŚŝƚƐ�ƚŚĞ�ƌĂŵƉ�ĂŐĂŝŶ͘
/Ĩ�ǁĞ�ĨůŝƉ�ƚŚĞ�ŐƌĂƉŚ�ĐŽƵŶƚĞƌĐůŽĐŬǁŝƐĞ�ƐƵĐŚ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ƌĂŵƉ�ŝƐ�ŚŽƌŝǌŽŶƚĂů͕�ƚŚĞŶ�ƚŚĞ�ŵŽƚŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�
ŵĂƌďůĞ�ŝƐ�ƐŝŵƉůǇ�ƉƌŽũĞĐƚŝůĞ�ŵŽƚŝŽŶ͕�ďƵƚ�ǁŝƚŚ�ŐƌĂǀŝƚǇ�ĂĐƚŝŶŐ�ĚŽǁŶǁĂƌĚƐ�ĂŶĚ�ƌŝŐŚƚǁĂƌĚƐ͘
�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�ƚŚĞ�ǀĞƌƚŝĐĂů�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚƐ͗

ȟݕ ൌ ݐ௬଴ݒ ൅
ͳ

ʹ
ܽ௬ݐ

ଶ

Ͳ ൌ ଴ݒ ��� ߠ ݐ ൅
ͳ

ʹ
ሺെ݃ ��� ଶݐሻߠ

଴ݒ ��� ߠ ݐ ൌ
ͳ

ʹ
݃ ��� ߠ ଶݐ

ݐ ൌ
଴ݒʹ ��� ߠ

݃ ��� ߠ
�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�ƚŚĞ�ŚŽƌŝǌŽŶƚĂů�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚƐ͗

ȟݔ ൌ ݐ௫଴ݒ ൅
ͳ

ʹ
ܽ௫ݐ

ଶ

݄ଵ

݀ଵ

଴ݒ

ߠ

଴ݒ



ȟݔ ൌ ଴ݒ ��� ߠ ݐ ൅
ͳ

ʹ
ሺെ݃ ��� ଶݐሻߠ

^ƵďƐƚŝƚƵƚŝŶŐ�ĨŽƌ�ƚ͗

ȟݔ ൌ ଴ݒ ��� ߠ ቆ
଴ݒʹ ��� ߠ

݃ ��� ߠ
ቇ െ

ͳ

ʹ
݃ ��� ߠ ቆ

଴ݒʹ ��� ߠ

݃ ��� ߠ
ቇ

ଶ

ȟݔ ൌ ଴ݒʹ
ଶ ��� ߠ െ ଴ݒʹ

ଶ݃
���ଷ ߠ

���ଶ ߠ
ȟݔ ൌ ଴ݒʹ

ଶ ��� ߠ ሺͳ െ ���ଶ ሻߠ



Ϯ͘ϭ�EĞǁƚŽŶΖƐ�dŚƌĞĞ�>ĂǁƐ
&ŝƌƐƚ�>Ăǁ

�Ŷ�ŽďũĞĐƚ�ƐƚĂǇƐ�ŝŶ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ�ǀĞůŽĐŝƚǇ�Žƌ�ƌĞŵĂŝŶƐ�Ăƚ�ƌĞƐƚ͕�ƵŶůĞƐƐ�Ă�ĨŽƌĐĞ�ŝƐ�ĂĐƚĞĚ�ŽŶ�ŝƚ͘
^ĞĐŽŶĚ�>Ăǁ

റܨ ൌ ݉ റܽ
dŚŝƌĚ�>Ăǁ

tŚĞŶ�ĂŶ�ŽďũĞĐƚ�ĞǆĞƌƚƐ�Ă�ĨŽƌĐĞ�ŽŶ�ĂŶŽƚŚĞƌ�ŽďũĞĐƚ͕�ƚŚĞ�ƐĞĐŽŶĚ�ŽďũĞĐƚ�ĞǆĞƌƚƐ�ĂŶ�ĞƋƵĂů�ĂŶĚ�
ŽƉƉŽƐŝƚĞ�ĨŽƌĐĞ�ŽŶ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ŽďũĞĐƚ͘
റ஺ܨ ൌ െܨറ஻

Ϯ͘Ϯ�&ƌŝĐƚŝŽŶ
หܨറிห ൌ റேหܨหߤ

�Ŷ�ŽďũĞĐƚ�ǁŝƚŚ�ŵĂƐƐ�݉ ŝƐ�ŵŽǀŝŶŐ�ĚŽǁŶ�ƚŚĞ�ƐůŽƉĞ͘�dŚĞ�ƐůŽƉĞ�ŚŝƚƐ�ƚŚĞ�ŐƌŽƵŶĚ�Ăƚ�ĂŶ�ĂŶŐůĞ͕ߠ��ĂŶĚ�ƚŚĞ�
ĐŽĞĨĨŝĐŝĞŶƚ�ŽĨ�ĨƌŝĐƚŝŽŶ�ďĞƚǁĞĞŶ�ƚŚĞ�ƐůŽƉĞ�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ŽďũĞĐƚ�ŝƐ͘ߤ��&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�ŽďũĞĐƚ͘
dƌĞĂƚŝŶŐ�ƚŚĞ�ƐůŽƉĞ�ĂƐ�ƚŚĞ�ŚŽƌŝǌŽŶƚĂů͕�ƐƵĐŚ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ŽďũĞĐƚ�ŝƐ�ŵŽǀŝŶŐ�ŝŶ�ƚŚĞ�൅ݔ ĚŝƌĞĐƚŝŽŶ͘
�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�ŚŽƌŝǌŽŶƚĂů�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚƐ͗

݉ܽ ൌ ܨீ ��� ߠ െ ிܨ
݉ܽ ൌ ݉݃ ��� ߠ െ ேܨߤ
݉ܽ ൌ ݉݃ ��� ߠ െ ݃݉ߤ ��� ߠ
ܽ ൌ ݃ሺ��� ߠ െ ߤ ��� ሻߠ

dŚĞ�ŽďũĞĐƚ�ŝƐ�ŶŽǁ�ƐƚĂƚŝŽŶĂƌǇ�ŽŶ�ƚŚĞ�ƐůŽƉĞ�Ă�ĨƵƌƚŚĞƌ�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�ĚŽǁŶ͘���ĨŽƌĐĞܨ�஺ ŝƐ�ĂƉƉůŝĞĚ�ƚŽ�
ƉĞƌƉĞŶĚŝĐƵůĂƌ�ƚŽ�ƚŚĞ�ƐůŽƉĞ�ƚŽ�ŬĞĞƉ�ŝƚ�ƐƚĂƚŝŽŶĂƌǇ͘�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ŵĂŐŶŝƚƵĚĞ�ŽĨܨ�஺͘
dƌĞĂƚŝŶŐ�ƚŚĞ�ƐůŽƉĞ�ĂƐ�ƚŚĞ�ŚŽƌŝǌŽŶƚĂů͕�ƐƵĐŚ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ŽďũĞĐƚ�ŝƐ�ŵŽǀŝŶŐ�ŝŶ�ƚŚĞ�൅ݔ ĚŝƌĞĐƚŝŽŶ͘
�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�ŚŽƌŝǌŽŶƚĂů�ĐŽŵƉŽŶĞŶƚƐ͗

Ͳ ൌ ܨீ ��� ߠ െ ிܨ
ܨீ ��� ߠ ൌ ிܨ
݉݃ ��� ߠ ൌ ேܨߤ
݉݃ ��� ߠ ൌ ሺ݉݃ߤ ��� ߠ ൅ ஺ሻܨ
݉݃

ߤ
��� ߠ ൌ ݉݃ ��� ߠ ൅ ஺ܨ

݉݃

ߤ
��� ߠ െ ݉݃ ��� ߠ ൌ ஺ܨ

஺ܨ ൌ ݉݃ቆ
��� ߠ

ߤ
െ ��� ቇߠ

Ϯ͘ϯ��ƚǁŽŽĚΖƐ�DĂĐŚŝŶĞƐ
dŚŝƐ�ŝƐ�ĂƐƐƵŵŝŶŐ�ƚŚĞ�ƉƵůůĞǇƐ�ĂƌĞ�ŵĂƐƐůĞƐƐ͘

݉ଵܽ ൌ ݉ଵ݃ െ ்ܨ
்ܨ ൌ ݉ଵ݃ െ݉ଵܽ

݉ଶܽ ൌ ்ܨ െ݉ଶ݃
்ܨ ൌ ݉ଶ݃ ൅݉ଶܽ

݉ଵ݃ െ݉ଵܽ ൌ ݉ଶ݃ ൅݉ଶܽ
݃ሺ݉ଵ െ݉ଶሻ ൌ ܽሺ݉ଵ ൅݉ଶሻ

ܽ ൌ
݃ሺ݉ଵ െ݉ଶሻ

ߠ

ܨீ

ேܨ
ிܨ

ߠ

ܨீ

ிܨ

஺ܨ

݉ଵ

݉ଶ

Ϯ�>ĂǁƐ�ŽĨ�DŽƚŝŽŶ
^ƵŶĚĂǇ͕�:ƵůǇ�Ϯϲ͕�ϮϬϮϬ ϭϬ͗ϰϵ



݉ଵ݃ െ݉ଵܽ ൌ ݉ଶ݃ ൅݉ଶܽ
݃ሺ݉ଵ െ݉ଶሻ ൌ ܽሺ݉ଵ ൅݉ଶሻ

ܽ ൌ
݃ሺ݉ଵ െ݉ଶሻ

݉ଵ ൅݉ଶ

Ϯ͘ϰ��ƌĂŐ
�ƌĂŐ�ĚĞƉĞŶĚƐ�ŽŶ�ďŽƚŚ�ĨůƵŝĚ�Θ�ŽďũĞĐƚ�ƉƌŽƉĞƌƚŝĞƐ͕�ĂŶĚ�ŝƐ�ĚĞƉĞŶĚĞŶƚ�ŽŶ�ƚŚĞ�ǀĞůŽĐŝƚǇ�ŽĨ�ƚŚĞ�ŽďũĞĐƚ͘
�Ɛ�ƚŚĞ�ƐƉĞĞĚ�ŽĨ�ĂŶ�ŽďũĞĐƚ�ŝŶĐƌĞĂƐĞƐ͕�ĚƌĂŐ�ŝŶĐƌĞĂƐĞƐ͘��ŶĚ�ĐŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�Ă�ĨĂůůŝŶŐ�ŽďũĞĐƚ͕�ŝĨ�ƚŚĞ�ĨŽƌĐĞ�ŽĨ�
ŐƌĂǀŝƚǇ�ĐĂŶĐĞůƐ�ŽƵƚ�ƚŚĞ�ĨŽƌĐĞ�ŽĨ�ĚƌĂŐ͕�ƚŚĞ�ŽďũĞĐƚ�ƌĞĂĐŚĞƐ�ƚĞƌŵŝŶĂů�ǀĞůŽĐŝƚǇ͘

Ϯ͘ϰ͘ϭ�^ƉŚĞƌĞƐ
஽ܨ ൌ െݒߙ െ ଶݒߚ

�ƚ�ƐůŽǁ�ƐƉĞĞĚƐ͕�െݒߙ ĚŽŵŝŶĂƚĞƐ͘
�ƚ�ŚŝŐŚ�ƐƉĞĞĚƐ͕�െݒߚଶ ĚŽŵŝŶĂƚĞƐ͘

/Ŷ�ŐĞŶĞƌĂů͕ܨ�஽ ൌ െ݇ݒ௡

݇ ĚĞƉĞŶĚƐ�ŽŶ�ĚĞŶƐŝƚǇ�ŽĨ�ĨůƵŝĚ�ĂŶĚ�ƐŚĂƉĞ�ŽĨ�ŽďũĞĐƚ͘

Ϯ͘ϰ͘Ϯ�&ĂůůŝŶŐ�KďũĞĐƚƐ
�ƐƐƵŵŝŶŐ�ƚŚĞ�ĨĂůůŝŶŐ�ŽďũĞĐƚ�ŝƐ�ĚĞƉĞŶĚĞŶƚ�ŽŶ͘ݒ�

௡௘௧ܨ ൌ ݉ܽ
ܨீ െ ஽ܨ ൌ ݉ܽ

݉݃ െ ݒߙ ൌ ݉
ݒ݀

ݐ݀

ݐ݀ ൌ
݉

݉݃ െ ݒߙ
ݒ݀

න݀ݐ

௧

଴

ൌ න
݉

݉݃ െ ݒߙ
ݒ݀

௩

଴

ݐ ൌ
݉

െߙ
ሺ��ȁ݉݃ െ ȁሻቚݒߙ

଴

௩

െ
ݐߙ

݉
ൌ ��ȁ݉݃ െ ȁݒߙ െ ��ȁ݉݃ȁ

െ
ݐߙ

݉
ൌ �� ቤ

݉݃ െ ݒߙ

݉݃
ቤ

݉݃ െ ݒߙ

݉݃
ൌ ݁ି

ఈ௧
௠

݉݃ െ ݒߙ ൌ ݉݃݁ି
ఈ௧
௠

ݒߙ ൌ ݉݃ െ݉݃݁ି
ఈ௧
௠

ݒ ൌ
݉݃

ߙ
൫ͳ െ ݁ି

ఈ௧
௠൯

݉ଵ

�ƐŝĚĞ͗

න
ܽ

ܾ ൅ ݔܿ
ݔ݀

ݑ ൌ ܾ ൅ ݔܿ
ݑ݀ ൌ ܿ ݔ݀

ൌ න
ܽ

ݑܿ
ݑ݀

ൌ
ܽ

ܿ
න
ݑ݀

ݑ

ൌ
ܽ

ܿ
��ȁݑȁ ൅ ܥ

ൌ
ܽ

ܿ
��ȁܾ ൅ ȁݔܿ



ϯ͘ϭ�tŽƌŬ�Θ��ŶĞƌŐǇ
tŽƌŬ�ĐĂŶ�ďĞ�ĚĞƐĐƌŝďĞĚ�ĂƐ�ƚŚĞ�ĞŶĞƌŐǇ�ƚƌĂŶƐĨĞƌƌĞĚ�ǁŚĞŶ�Ă�ĨŽƌĐĞ�ŝƐ�ĂƉƉůŝĞĚ�ŽǀĞƌ�Ă�ĚŝƐƚĂŶĐĞ͘

ܹ ൌ ȟܧ ൌ නܨറ ȉ റݔ݀

ϯ͘ϭ͘Ϭ�<ŝŶĞƚŝĐ��ŶĞƌŐǇ
dŚĞ�ĚĞƌŝǀĂƚŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�ŬŝŶĞƚŝĐ�ĞŶĞƌŐǇ�ĨŽƌŵƵůĂ�ƌĞƋƵŝƌĞƐ�Ă�ĨŽƌŵ�ŽĨ�EĞǁƚŽŶΖƐ�^ĞĐŽŶĚ�>Ăǁ�ƚŚĂƚ�ŝŶĐůƵĚĞƐ�
ŵŽŵĞŶƚƵŵ͕�ǁŚŝĐŚ�ǁĞ�ǁŝůů�ĚŝƐĐƵƐƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ŶĞǆƚ�ƵŶŝƚ͘

ϯ͘ϭ͘ϭ�WŽƚĞŶƚŝĂů�&ƵŶĐƚŝŽŶ
�ĂůĐƵůĂƚŝŶŐ�ƚŚĞ�ƉŽƚĞŶƚŝĂů�ĞŶĞƌŐǇ�ŽĨ�ĂŶ�ŽďũĞĐƚ�ŽŶ��ĂƌƚŚΖƐ�ƐƵƌĨĂĐĞ͘

ܹ ൌ නܨറ ȉ റݔ݀

ீܹ ൌ න ܨீ ȉ ݕ݀

௬೑

௬೔

^ŝŶĐĞ�ŐƌĂǀŝƚǇ�ƌĞĚƵĐĞƐ�ƚŚĞ�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�ďĞƚǁĞĞŶ�ƚŚĞ�ŽďũĞĐƚ�ĂŶ��ĂƌƚŚ͕�ĂŶĚ�ǁĞ�ĂƌĞ�ĂƐƐƵŵŝŶŐ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ƉŽƐŝƚŝǀĞ�Ǉ�
ĚŝƌĞĐƚŝŽŶ�ŝƐ�ĂǁĂǇ�ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�ƐƵƌĨĂĐĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĞĂƌƚŚ͕�ŐƌĂǀŝƚǇ�ŝƐ�ŶĞŐĂƚŝǀĞ͘

ீܹ ൌ න ሺെ݉݃ሻ ȉ ݕ݀

௬೑

௬೔

ீܹ ൌ െ݉݃ȟݕ

�Ǉ�ĚĞĨŝŶŝƚŝŽŶ͕
ȟܷீ ൌ ௙ܷ െ ௜ܷ

ȟܷீ ൌ ௙ݕ݃݉ െ݉݃ݕ௜
ȟܷீ ൌ ݉݃ȟݕ

dŚĞŶ�ǁĞ�ĐĂŶ�ĐŽŶĐůƵĚĞ͗
׵ ீܹ ൌ െȟܷீ

�Ɛ�ǁĞ�ƐĞƚ� ௜ܷ ƚŽ�ďĞ�Ϭ͕�ƌĞŵŽǀŝŶŐ�ƚŚĞ�ƌĞĨĞƌĞŶĐĞ�ƉŽŝŶƚ͗

௙ܷ െ ௜ܷ ൌ െනܨറ ȉ റݔ݀

ܷሺݔሻ ؠ ௙ܷ ൌ െනܨറ ȉ റݔ݀

ܷ݀ሺݔሻ ൌ െܨ ȉ ݔ݀

ܨ ൌ െ
ܷ݀

ݔ݀

ϯ͘ϭ͘Ϯ�EĞǁƚŽŶΖƐ�>Ăǁ�ŽĨ�hŶŝǀĞƌƐĂů�'ƌĂǀŝƚĂƚŝŽŶ
&Žƌ�ĂŶǇ�ƚǁŽ�ŽďũĞĐƚƐ͕�ƚŚĞ�ĨŽƌĐĞ�ŽĨ�ŐƌĂǀŝƚĂƚŝŽŶ�ƐŚŽƵůĚ�ďĞ͗

ȁீܨ ȁ ൌ
ଵ݉ଶ݉ܩ

ଶݎ

dŚĞŶ�ƚŚĞ�ǁŽƌŬ�ĚŽŶĞ�ďǇ�ƚŚĞ�ĨŽƌĐĞ�ŽĨ�ŐƌĂǀŝƚĂƚŝŽŶ�ƐŚŽƵůĚ�ďĞ͗

ϯ�tŽƌŬ͕��ŶĞƌŐǇ͕�Θ�WŽǁĞƌ
dƵĞƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�Ϯϴ͕�ϮϬϮϬ ϭϱ͗ϬϬ



ீܹ ൌ න ܨீ ȉ ݔ݀

௫೑

௫೔

ȟܷீ ൌ െ න െ
ଵ݉ଶ݉ܩ

ଶݎ
ȉ ݎ݀

௫೑

௫೔

ȟܷீ ൌ ଵ݉ଶ݉ܩ ቆെ
ͳ

ݎ
ቇอ

௥ୀ௫೔

௫೑

ȟܷீ ൌ ଵ݉ଶ݉ܩ ቆ
ͳ

௜ݔ
െ

ͳ

௙ݔ
ቇ

dŚĞ�ůŝƚĞƌĂů�ŵĞĂŶŝŶŐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ŐƌĂǀŝƚĂƚŝŽŶĂů�ƉŽƚĞŶƚŝĂů�ĞŶĞƌŐǇ�ŽĨ�ĂŶ�ŽďũĞĐƚ�ďĞĐŽŵĞƐ�ƚŚĞ�ǁŽƌŬ�ƌĞƋƵŝƌĞĚ�ƚŽ�
ďƌŝŶŐ�ƚŚĞ�ŽďũĞĐƚ�ĨƌŽŵ�ŝŶĨŝŶŝƚĞůǇ�ĨĂƌ�ĂǁĂǇ�ƚŽ�Ă�ĐĞƌƚĂŝŶ�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�ŽĨ�ĂŶŽƚŚĞƌ�ŽďũĞĐƚ͘
�Ǉ�ĂƉƉůǇŝŶŐ�ƚŚĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉŽƚĞŶƚŝĂů�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŚĞƌĞ

ܷீ ൌ െ නെ
ଵ݉ଶ݉ܩ

ଶݎ
ȉ ݎ݀

௥

ஶ

ܷீ ൌ ଵ݉ଶ݉ܩ ቆെ
ͳ

ݎ
ቇอ

ஶ

௥

ܷீ ൌ െ
ଵ݉ଶ݉ܩ

ݎ

ϯ͘ϭ͘ϯ�,ŽŽŬĞΖƐ�>Ăǁ
tŝƚŚ�ƚŚŝƐ�ŝŶĨŽƌŵĂƚŝŽŶ�ŽŶ�ƚŚĞ�ƉŽƚĞŶƚŝĂů�ĨƵŶĐƚŝŽŶ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ĐƌŽƐƐͲĐŚĞĐŬ�ƚŚĞ�ƉŽƚĞŶƚŝĂů�ƐƚŽƌĞĚ�ŝŶ�Ă�ƐƉƌŝŶŐ�ĂƐ�
ĂĐĐŽƌĚŝŶŐ�ƚŽ�,ŽŽŬĞΖƐ�>Ăǁ͗

ௌܷ ൌ
ͳ

ʹ
ଶݔ݇

݀ ௌܷ

ݔ݀
ൌ ݔ݇

ௌܨ ൌ െ
݀ ௌܷ

ݔ݀
ൌ െ݇ݔ

ϯ͘Ϯ�WŽǁĞƌ
sĞƌǇ�ƐŝŵƉůĞ͘�WŽǁĞƌ�ŝƐ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ĂƐ�ƚŚĞ�ĂŵŽƵŶƚ�ŽĨ�ĞŶĞƌŐǇ�ƚƌĂŶƐĨĞƌƌĞĚ�ŽǀĞƌ�ƚŝŵĞ͘�/Ŷ�ŽƚŚĞƌ�ǁŽƌĚƐ͕

ܲ ൌ
ܧ݀

ݐ݀
�Ɛ�ǁĞ�ŬŶŽǁ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ĐŚĂŶŐĞ�ŝƐ�ĞŶĞƌŐǇ�ŝƐ�ũƵƐƚ�ǁŽƌŬ�ĚŽŶĞ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ƐƵďƐƚŝƚƵƚĞ͗

ܲ ൌ
݀ሺܨ ȉ ሻݔ

ݐ݀
�ŶĚ�ĂƐƐƵŵŝŶŐ�ĨŽƌĐĞ�ŝƐ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ�ŽǀĞƌ�ƚŝŵĞ͕

ܲ ൌ ܨ ȉ
ݔ݀

ݐ݀
ܲ ൌ ܨ ȉ ݒ



ϰ͘ϭ�DŽŵĞŶƚƵŵ
EŽƌŵĂůůǇ�/�ǁŽƵůĚ�ůŝŬĞ�ƚŽ�ƉƵƚ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ�ƚŽŐĞƚŚĞƌ�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ƉƌĞǀŝŽƵƐ�ƵŶŝƚ͕�ďƵƚ�ƐŝŶĐĞ�ƚŚŝƐ�ŝƐ�ŚŽǁ�
Dƌ��ŽŶĂƚĞůůŝ�ďƵŶĚůĞĚ�ŝƚ͕�/�Ăŵ�ŐŽŝŶŐ�ƚŽ�ĨŽůůŽǁ�ƚŚĂƚ͘

DŽŵĞŶƚƵŵ�ŝƐ�ĨŽƌŵĂůůǇ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ĂƐ�ƚŚĞ�ƉƌŽĚƵĐƚ�ŽĨ�ŵĂƐƐ�ĂŶĚ�ǀĞůŽĐŝƚǇ͘
റ݌ ൌ റݒ݉

��ĐŚĂŶŐĞ�ŝŶ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ�ŝƐ�ĐĂůůĞĚ�ŝŵƉƵůƐĞ͘
റܬ ൌ ȟ݌റ

ϰ͘ϭ͘ϭ�EĞǁƚŽŶΖƐ�^ĞĐŽŶĚ�>Ăǁ
EĞǁƚŽŶΖƐ�^ĞĐŽŶĚ�>Ăǁ�ŝƐ�ŽĨƚĞŶ�ƉƌĞƐĞŶƚĞĚ�ĂƐ͗

റܨ ൌ ݉ റܽ
�Ƶƚ�ƚŚĂƚ�ǁĂƐ�ŶŽƚ�ŚŽǁ�EĞǁƚŽŶ�ŚĂĚ�ƐƚĂƚĞĚ�ŝƚ͘�/ŶƐƚĞĂĚ͕�EĞǁƚŽŶ�ŚĂĚ�ĚĞƐĐƌŝďĞĚ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ͕�Ă�
ƌĞůĂƚŝŽŶƐŚŝƉ�ďĞƚǁĞĞŶ�ĨŽƌĐĞ�ĂŶĚ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ͗

റܨ ൌ
റ݌݀

ݐ݀
tŝƚŚ�Ă�ůŝƚƚůĞ�ďŝƚ�ŽĨ�ŵĂŶŝƉƵůĂƚŝŽŶ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ĂůƚĞƌ�ŝƚ�ƚŽ�ďĞĐŽŵĞ�ŽƵƌ�ǁĞůůͲŬŶŽǁŶ�ĨŽƌŵƵůĂ͗

റܨ ൌ
݀ሺ݉ݒറሻ

ݐ݀
�ƐƐƵŵŝŶŐ�ŵĂƐƐ�ŝƐ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ�ŽǀĞƌ�ƚŝŵĞ͗

റܨ ൌ ݉
റݒ݀

ݐ݀
റܨ ൌ ݉ റܽ

dŚĞŶ͕�ĂƉƉůǇŝŶŐ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂ�ĨŽƌ�ŝŵƉƵůƐĞ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ĚĞƌŝǀĞ͗

റܨ ൌ
റ݌݀

ݐ݀
റ݌݀ ൌ റܨ ȉ ݐ݀

න݀݌റ ൌ නܨറ ȉ ݐ݀

ȟ݌റ ൌ නܨറ ȉ ݐ݀

റܬ ൌ නܨറ ȉ ݐ݀

ϰ͘ϭ͘Ϯ��ŽŶƐĞƌǀĂƚŝŽŶ�ŽĨ�DŽŵĞŶƚƵŵ
EĞǁƚŽŶΖƐ�^ĞĐŽŶĚ�>Ăǁ�ĂůƐŽ�ŝŵƉůŝĞƐ�ƚŚĂƚ͗

Ͳ ൌ റܨ ൌ
റ݌݀

ݐ݀
/Ĩ�ƚŚĞƌĞ�ŝƐ�ŶŽ�ĞǆƚĞƌŶĂů�ĨŽƌĐĞ͕�ƚŚĞƌĞ�ǁŝůů�ďĞ�ŶŽ�ĐŚĂŶŐĞ�ŝŶ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ͘�tĞ�ĐĂůů�ƚŚŝƐ�ĐŽŶƐĞƌǀĂƚŝŽŶ�ŽĨ�
ŵŽŵĞŶƚƵŵ͘

ϰ͘ϭ͘ϯ�<ŝŶĞƚŝĐ��ŶĞƌŐǇ

ܭ ൌ නܨറ ȉ റݔ݀ �ƐŝĚĞ͗
റݔ݀

ϰ�DŽŵĞŶƚƵŵ�Θ��ĞŶƚƌĞ�ŽĨ�DĂƐƐ
tĞĚŶĞƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�Ϯϵ͕�ϮϬϮϬ ϭϴ͗ϰϰ



ϰ͘ϭ͘ϯ�<ŝŶĞƚŝĐ��ŶĞƌŐǇ

ܭ ൌ නܨറ ȉ റݔ݀

ܭ ൌ න
റ݌݀

ݐ݀
ȉ ݐറ݀ݒ

ܭ ൌ නݒറ ȉ റ݌݀

ܭ ൌ නݒറ ȉ ݀ሺ݉ݒറሻ

ܭ ൌ ଶݒ݉ െන݉ݒറ ȉ റݒ݀

�ƐƐƵŵŝŶŐ�ŵĂƐƐ�ŝƐ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ͗

ܭ ൌ ଶݒ݉ െ݉ቆ
ͳ

ʹ
ଶቇݒ

ܭ ൌ
ͳ

ʹ
ଶݒ݉

ϰ͘Ϯ��ĞŶƚƌĞ�ŽĨ�DĂƐƐ
EŽƌŵĂůůǇ�/�ǁŽƵůĚ�ƉƵƚ�ƚŚŝƐ�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ŶĞǆƚ�ƵŶŝƚ͕�ƐŝŶĐĞ�Ăůů�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ�ŽĨ�ŵĂƐƐ�ĐĂůĐƵůĂƚŝŽŶƐ�ĂƌĞ�ĂďŽƵƚ�
ĐĂůĐƵůĂƚŝŶŐ�ƚŚĞ�ŵŽŵĞŶƚ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ�ŽĨ�ŽďũĞĐƚƐ͘��Ƶƚ�ĂŐĂŝŶ͕�Dƌ��ŽŶĂƚĞůůŝ�ŚĂĚ�ƐĞƉĂƌĂƚĞĚ�ƚŚŝƐ�ŽƵƚ�
ĂůŽŶŐ�ǁŝƚŚ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ͕�ƐŽ�/�ŐƵĞƐƐ�/�ǁŝůů�ĨŽůůŽǁ�ŚŝƐ�ĨŽƌŵĂƚ͘

ϰ͘Ϯ͘ϭ�^ǇƐƚĞŵ�ŽĨ�ƉŽŝŶƚƐ
dŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ�ŽĨ�ŵĂƐƐ�ŽĨ�Ă�ƐĐĂƚƚĞƌĞĚ�ƐĞƚ�ŽĨ�ƉŽŝŶƚƐ�ŝƐ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĞǀĞƌǇ�ƉƌŽĚƵĐƚ�ŽĨ�ƉŽƐŝƚŝŽŶ�ĂŶĚ�
ŵĂƐƐ͕�ĚŝǀŝĚĞĚ�ďǇ�ƚŚĞ�ƚŽƚĂů�ŵĂƐƐ͘

௖௠ݔ ൌ
σݔ௜݉௜

݉௧௢௧௔௟
ൌ

ͳ

݉௧௢௧௔௟

ሺݔଵ݉ଵ ൅ ଶ݉ଶݔ ൅ ଷ݉ଷݔ ൅ݔڮ௡݉௡ሻ

�ĂůĐƵůĂƚĞ�ĞǀĞƌǇ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞ�ƐĞƉĂƌĂƚĞůǇ͗

௖௠ݕ ൌ
σݕ௜݉௜

݉௧௢௧௔௟

௖௠ݖ ൌ
σݖ௜݉௜

݉௧௢௧௔௟

ϰ͘Ϯ͘Ϯ�^ŽůŝĚƐ͗�hŶŝĨŽƌŵ��ĞŶƐŝƚǇ
hƐĞ�ƚŚĞ�ƐĂŵĞ�ŵĞƚŚŽĚ�ĂƐ�ƐǇƐƚĞŵ�ŽĨ�ƉŽŝŶƚƐ͘
hƐĞ�ƚŚĞ�ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ĐĞŶƚƌĞ�ŽĨ�ĞĂĐŚ�ƵŶŝĨŽƌŵ�ĚĞŶƐŝƚǇ�ŽďũĞĐƚ�ĂƐ�ƚŚĞ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞ͘
dŚĞ�ŵĂƐƐ�ĚĞŶƐŝƚŝĞƐ�ĂƌĞ�ƵŶŝĨŽƌŵ͕�ĂŶĚ�ĂƌĞ�ƚŚĞƌĞĨŽƌĞ�ĐŽŶƐƚĂŶƚƐ͘

ߣ ൌ
݉

ܮ
ቈ
��

�
቉

ߪ ൌ
݉

ܣ
ቈ
��

�ଶ
቉

ߩ ൌ
݉

ܸ
ቈ
��

�ଷ
቉

ϰ͘Ϯ͘ϯ�^ŽůŝĚƐ͗�EŽŶͲƵŶŝĨŽƌŵ�ĚĞŶƐŝƚǇ
^ŝŶĐĞ�ŵĂƐƐĞƐ�ŚĞƌĞ�ĂƌĞ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ĂůƚĞƌ�ƚŚĞ�ƐǇƐƚĞŵ�ŽĨ�ƉŽŝŶƚƐ�ĨŽƌŵƵůĂ�Ă�ůŝƚƚůĞ�ďŝƚ͗

௖௠ݔ ൌ
݉݀ݔ׬

݉௧௢௧௔௟

�ƐŝĚĞ͗

റݒ ൌ
റݔ݀

ݐ݀
റݔ݀ ൌ ݐറ݀ݒ

/ŶƚĞŐƌĂƚŝŶŐ�ďǇ�ƉĂƌƚƐ͗

නݒറ ȉ ݀ሺ݉ݒറሻ

ݑ ൌ റݒ
ݒ ൌ റݒ݉

නݒ݀ݑ ൌ ݒݑ െ නݑ݀ݒ

නݒറ ȉ ݀ሺ݉ݒറሻ ൌ ଶݒ݉ െන݉ݒറ ȉ റݒ݀



dŽ�ŝŶƚĞŐƌĂƚĞ͕�ǁĞ�ŚĂǀĞ�ƚŽ�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ƌĞůĂƚŝŽŶƐŚŝƉ�ďĞƚǁĞĞŶ�ŵĂƐƐ�ĂŶĚ�ƐƉĂƚŝĂů�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ͘
tĞ�ĞǆƉƌĞƐƐ�ƚŚĞŵ�ĂƐ�ŵĂƐƐ�ĚĞŶƐŝƚŝĞƐ͘

ߣ ൌ
݀݉

ܮ݀

ߪ ൌ
݀݉

ܣ݀

ߩ ൌ
݀݉

ܸ݀

��ƌŽĚ�ŚĂƐ�Ă�ŵĂƐƐ�ĚĞŶƐŝƚǇ�ĚĞƐĐƌŝďĞĚ�ďǇߣ� ൌ ݂ሺݔሻ͘�&ŝŶĚ�ŝƚƐ�ĐĞŶƚƌĞ�ŽĨ�ŵĂƐƐ͘

௖௠ݔ ൌ න
݉݀ݔ

݉௧௢௧௔௟

௅

௫ୀ଴

௖௠ݔ ൌ
ͳ

݉௧௢௧௔௟
න ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ

௅

௫ୀ଴

�ƐŝĚĞ͗

ߣ ൌ
݀݉

ݔ݀
݀݉ ൌ ݔ݀ߣ
݀݉ ൌ ݂ሺݔሻ݀ݔ



ϱ͘ϭ��ŝƌĐƵůĂƌ�DŽƚŝŽŶ
ϱ͘ϭ͘ϭ��ĞĨŝŶŝƚŝŽŶƐ
/Ĩ�ǁĞ�ƚƌĂǀĞů�ĂůŽŶŐ�ƚŚĞ�ĐŝƌĐƵŵĨĞƌĞŶĐĞ�ŽĨ�Ă�ĐŝƌĐůĞ͗

ݏ ൌ ߠݎ
dŚĞŶ�ǁĞ�ĐĂŶ�ŽďƚĂŝŶ͗

ݏ݀

ݐ݀
ൌ
݀ሺߠݎሻ

ݐ݀

்ݒ ൌ ݎ
ߠ݀

ݐ݀
்ݒ ൌ ߱ݎ

�ŶĚ�ĨƵƌƚŚĞƌ͗
்ݒ݀
ݐ݀

ൌ ݎ
݀߱

ݐ݀
்ܽ ൌ ߙݎ

ϱ͘ϭ͘Ϯ�ZŽƚĂƚŝŽŶĂů�<ŝŶĞŵĂƚŝĐƐ
�ƐƐƵŵŝŶŐ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ�ĂŶŐƵůĂƌ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ĂƉƉůǇ�ƚŚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶĂů�ǀĞƌƐŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�ŬŝŶĞŵĂƚŝĐ�ĞƋƵĂƚŝŽŶƐ͘

߱ ൌ ߱଴ ൅ ݐߙ

ߠ ൌ ଴ߠ ൅ ߱଴ݐ ൅
ͳ

ʹ
ଶݐߙ

߱ଶ ൌ ߱଴
ଶ ൅ ߠȟߙʹ

ϱ͘ϭ͘ϯ��ĞŶƚƌŝƉĞƚĂů�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ
tĞ�ĐĂŶ�ƐĞƚ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĐŝƌĐůĞ�ĂƐ�ƚŚĞ�ŽƌŝŐŝŶ͘
tĞ�ŚĂǀĞ�Ă�ƉŽƐŝƚŝŽŶ�ǀĞĐƚŽƌ͘�/Ŷ�ĐĂƌƚĞƐŝĂŶ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ͗

റݏ ൌ ݎ ��� ߠ ଓƸ ൅ ݎ ��� ߠ ଔƸ
^ŝŶĐĞߠ� ŝƐ�Ă�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŽĨ�ƚŝŵĞ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ƐĂǇ͗

റݒ ൌ
റݏ݀

ݐ݀
ൌ െݎ ��� ߠ

ߠ݀

ݐ݀
ଓƸ ൅ ݎ ��� ߠ

ߠ݀

ݐ݀
ଔƸ

റݒ ൌ െ߱ݎ ��� ߠ ଓƸ ൅ ߱ݎ ��� ߠ ଔƸ
�ŶĚ�ĨƵƌƚŚĞƌ͗

റܽ ൌ
റݒ݀

ݐ݀
ൌ െ߱ݎ ��� ߠ

ߠ݀

ݐ݀
ଓƸ െ ߱ݎ ��� ߠ

ߠ݀

ݐ݀
ଔƸ

റܽ ൌ െ߱ଶሺݎ ��� ߠ ଓƸ ൅ ݎ ��� ߠ ଔƸሻ

റܽ ൌ െ߱ଶݏറ
tĞ�ŶŽǁ�ŬŶŽǁ�ƚŚĂƚ�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ�ƉŽŝŶƚƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ŽƚŚĞƌ�ĚŝƌĞĐƚŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉŽƐŝƚŝŽŶ�ǀĞĐƚŽƌ͕�ƚŽǁĂƌĚƐ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ͘
tĞ�ĐĂŶ�ŶŽǁ�ĞǆƉƌĞƐƐ�ƚŚĞ�ŵĂŐŶŝƚƵĚĞ�ŽĨ�ĐĞŶƚƌŝƉĞƚĂů�ĂĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ�ĂƐ͗

ܽ஼ ൌ ߱ଶݎ

ܽ஼ ൌ ൬
ݒ

ݎ
൰
ଶ

ݎ

ܽ஼ ൌ
ଶݒ

ݎ

ϱ͘Ϯ�ZŽƚĂƚŝŽŶĂů�<ŝŶĞƚŝĐ��ŶĞƌŐǇ
&ƌŽŵ�ƚŚĞ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ�ĨŽƌ�ŬŝŶĞƚŝĐ�ĞŶĞƌŐǇ͗

ܭ ൌ
ͳ

ʹ
ଶݒ݉

^ŝŶĐĞ�Ă�ƌŽƚĂƚŝŶŐ�ŽďũĞĐƚ�ŚĂƐ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ŵĂƐƐ͕�ƚƌĂǀĞůůŝŶŐ�Ăƚ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚ�ƐƉĞĞĚƐ�ďĂƐĞĚ�ŽŶ�ƚŚĞŝƌ�ƉŽƐŝƚŝŽŶ�
ƌĞůĂƚŝǀĞ�ƚŽ�ƚŚĞ�ƐƉŝŶŶŝŶŐ�ĂǆŝƐ͗

ܭ ൌ
ͳ

ʹ
෍݉௜ݒ௜

ଶ

௜

ܭ ൌ
ͳ

ʹ
෍݉௜ሺݎ௜߱ሻ

ଶ

௜

ܭ ൌ
ͳ

ʹ
߱ଶ෍݉௜ݎ௜

ଶ

௜

�ŶĚ�ǁĞ�ĚĞĨŝŶĞ�ŵŽŵĞŶƚ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ͕ܫ� ؠ σ݉௜ݎ௜
ଶ͗

tĞ�ĚĞĨŝŶĞ͗

߱ ൌ
ߠ݀

ݐ݀

�ŶĚ�ĚĞĨŝŶĞ͗

ߙ ൌ
݀߱

ݐ݀
ൌ
݀ଶߠ

ଶݐ݀

ߠ

ݎ

ϱ��ŝƌĐƵůĂƌ�Θ�ZŽƚĂƚŝŽŶĂů�DŽƚŝŽŶ
tĞĚŶĞƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�Ϯϵ͕�ϮϬϮϬ ϮϬ͗ϱϬ



ܭ ൌ
ͳ

ʹ
ଶ߱ܫ

ϱ͘ϯ�DŽŵĞŶƚ�ŽĨ�/ŶĞƌƚŝĂ
DĂƐƐ�ĐĂŶ�ďĞ�ĚĞƐĐƌŝďĞĚ�ĂƐ�ƚŚĞ�ŵĂŐŶŝƚƵĚĞ�ŽĨ�ĂďŝůŝƚǇ�ƚŽ�ƌĞƐŝƐƚ�ĐŚĂŶŐĞ�ŝŶ�ƚƌĂŶƐůĂƚŝŽŶĂů�ŵŽƚŝŽŶ͘
DŽŵĞŶƚ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ͕�ŽŶ�ƚŚĞ�ŽƚŚĞƌ�ŚĂŶĚ͕�ĚĞƐĐƌŝďĞƐ�ƚŚĞ�ŵĂŐŶŝƚƵĚĞ�ŽĨ�ĂďŝůŝƚǇ�ƚŽ�ƌĞƐŝƐƚ�ĐŚĂŶŐĞ�ŝŶ�ƌŽƚĂƚŝŽŶĂů�
ŵŽƚŝŽŶ͘

ϱ͘ϯ͘ϭ��ǆĂŵƉůĞ��ĂůĐƵůĂƚŝŽŶƐ
��ŵĂƐƐůĞƐƐ�ƌŽĚ�ǁŝƚŚ�ůĞŶŐƚŚݎ� ŚĂƐ�ƚǁŽ�ǁĞŝŐŚƚƐ�ĂƚƚĂĐŚĞĚ�ƚŽ�ŝƚƐ�ƚǁŽ�ĞŶĚƐ͕�ĞĂĐŚ�ǁĞŝŐŚŝŶŐ�݉͘�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�
ŵŽŵĞŶƚƐ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ�ĂƌŽƵŶĚ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ�ĂŶĚ�ŝƚƐ�ĞŶĚƐ͘

௖௘௡௧௥௘ܫ ൌ෍݉௜ݎ௜
ଶ

௖௘௡௧௥௘ܫ ൌ ݉൬
ݎ

ʹ
൰
ଶ

൅݉൬
ݎ

ʹ
൰
ଶ

௖௘௡௧௥௘ܫ ൌ
ଶݎ݉

ʹ

��ƌŽĚ�ŚĂƐ�ůĞŶŐƚŚܮ� ĂŶĚ�ŵĂƐƐܯ� ĞǀĞŶůǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚĞĚ�ƚŚƌŽƵŐŚŽƵƚ͘�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ŵŽŵĞŶƚƐ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ�ĂƌŽƵŶĚ�ƚŚĞ�
ĐĞŶƚƌĞ�ĂŶĚ�ŝƚƐ�ĞŶĚƐ͘
�ƌŽƵŶĚ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ͗

௖௘௡௧௥௘ܫ ൌ නݎଶ݀݉

௖௘௡௧௥௘ܫ ൌ න ݎଶ݀ݎߣ

௅
ଶൗ

ି௅ ଶൗ

௖௘௡௧௥௘ܫ ൌ ߣ ቆ
ଷݎ

͵
ቇอ

ି
௅
ଶ

௅
ଶ

௖௘௡௧௥௘ܫ ൌ
ܯ

ܮ͵
൭
ଷܮ

ͺ
െ ቆെ

ଷܮ

ͺ
ቇ൱

௖௘௡௧௥௘ܫ ൌ
ଶܮܯ

ͳʹ
�ƚ�ƚŚĞ�ĞŶĚƐ͗

௘௡ௗܫ ൌ නݎଶ݀݉

௘௡ௗܫ ൌ නݎߣଶ݀ݎ

௅

଴

௘௡ௗܫ ൌ ߣ ቆ
ଷݎ

͵
ቇอ

଴

௅

௘௡ௗܫ ൌ
ܯ

ܮ
ȉ
ଷܮ

͵

௘௡ௗܫ ൌ
ଶܮܯ

͵

��ŚŽůůŽǁ�ĐǇůŝŶĚĞƌ�ŚĂƐ�Ă�ƌĂĚŝƵƐ�ŽĨ�ܴ ĂŶĚ�Ă�ŵĂƐƐ�ŽĨ͕ܯ��Ăůů�ŐĂƚŚĞƌĞĚ�Ăƚ�ƚŚĞ�ĐƵƌǀĞĚ�ƐƵƌĨĂĐĞ͕�ĚŝƐƚƌŝďƵƚĞĚ�
ĞǀĞŶůǇ͘�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ŵŽŵĞŶƚ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ�ĂƐ�ƚŚĞ�ĐǇůŝŶĚĞƌ�ƐƉŝŶƐ�ĂƌŽƵŶĚƐ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�ŽƉĞŶ�ĞŶĚƐ͘

ܫ ൌ නݎଶ݀݉

ܫ ൌ ܴଶන݀݉

ܫ ൌ ଶܴܯ

��ĐǇůŝŶĚĞƌ�ǁŝƚŚ�ŵĂƐƐܯ� ĞǀĞŶůǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚĞĚ�ŝƐ�ŚŽůůŽǁĞĚ�ŽƵƚ�Ăƚ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ͘�dŚĞ�ŚŽůůŽǁĞĚ�ƉĂƌƚ�ŚĂƐ�Ă�ƌĂĚŝƵƐ�
ŽĨ�ܴଵ͕�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ŽǀĞƌĂůů�ƌĂĚŝƵƐ�ŝƐ�ܴଶ͘�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ŵŽŵĞŶƚ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ�ĂƐ�ƚŚĞ�ĐǇůŝŶĚĞƌ�ƐƉŝŶƐ�ĂƌŽƵŶĚ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ�ŽĨ�
ƚŚĞ�ŽƉĞŶ�ĞŶĚƐ͘

௘௡ௗܫ ൌ෍݉௜ݎ௜
ଶ

௘௡ௗܫ ൌ ଶݎ݉ ൅ Ͳ
௘௡ௗܫ ൌ ଶݎ݉

�ƐŝĚĞ͗

ߣ ൌ
ܯ

ܮ

ߣ ൌ
݀݉

ݎ݀



ܫ ൌ නݎଶ݀݉

ܫ ൌ න ଶݎ
ோమ

ோభ

ሺʹߩ݄ݎߨ ȉ ሻݎ݀

ܫ ൌ ߩ݄ߨʹ න ݎଷ݀ݎ

ோమ

ோభ

ܫ ൌ ݄ߨʹ
ܯ

ܸ
ቆ
ସݎ

Ͷ
ቇอ

ோభ

ோమ

ܫ ൌ
ܯ݄ߨ

ʹሺܴߨଶ
ଶ݄ െ ଵܴߨ

ଶ݄ሻ
ሺܴଶ

ସ െ ܴଵ
ସሻ

ܫ ൌ
ܯ

ʹ
ȉ
ሺܴଶ

ସ െ ܴଵ
ସሻ

ሺܴଶ
ଶ െ ܴଵ

ଶሻ

ܫ ൌ
ܯ

ʹ
ȉ
ሺܴଶ

ଶ െ ܴଵ
ଶሻሺܴଶ

ଶ ൅ ܴଵ
ଶሻ

ሺܴଶ
ଶ െ ܴଵ

ଶሻ

ܫ ൌ
ܯ

ʹ
ሺܴଶ

ଶ ൅ ܴଵ
ଶሻ

��ƐŽůŝĚ�ĐǇůŝŶĚĞƌ�ŚĂƐ�ŵĂƐƐܯ� ĂŶĚ�ƌĂĚŝƵƐ�ܴ͘�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ŵŽŵĞŶƚ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ�ĂƐ�ŝƚ�ƌŽƚĂƚĞƐ�ĂƌŽƵŶĚ�ŝƚƐ�ĐĞŶƚƌĞ͕�
ĂůŽŶŐ�ŝƚƐ�ŚĞŝŐŚƚ͘

ܫ ൌ නݎଶ݀݉

ܫ ൌ න ଶݎ
ோ

଴

ሺʹߩ݄ݎߨ ȉ ሻݎ݀

ܫ ൌ නߩ݄ߨʹ ݎଷ݀ݎ

ோ

଴

ܫ ൌ ݄ߨʹ
ܯ

ܸ
ቆ
ସݎ

Ͷ
ቇอ

଴

ோ

ܫ ൌ
ͳ

ʹ
݄ߨ

ܯ

ଶ݄ܴߨ
ܴସ

ܫ ൌ
ଶܴܯ

ʹ

ϱ͘ϯ͘Ϯ�WĂƌĂůůĞů��ǆŝƐ�dŚĞŽƌĞŵ
��ƐŝŵƉůĞƌ�ǁĂǇ�ƚŽ�ĨŝŶĚ�ŵŽŵĞŶƚƐ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ�ĞǀĞŶ�ǁŚĞŶ�ƚŚĞ�ŽďũĞĐƚ�ŝƐ�ŶŽƚ�ƌŽƚĂƚŝŶŐ�ĂƌŽƵŶĚ�ŝƚƐ�ĐĞŶƚƌĞ�ŽĨ�ŵĂƐƐ͘
&Žƌ�Ă�ƐĞĐŽŶĚ͕�ůĞƚ�ƵƐ�ŝŵĂŐŝŶĞ�ƚŚĞ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ�ŝŶ�ĐĂƌƚĞƐŝĂŶ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ͗

ܫ ൌ නݎଶ݀݉

௖௘௡௧௥௘ܫ ൌ නሺݔଶ ൅ ଶሻ݀݉ݕ

/ŵĂŐŝŶĞ�ƚŚĞ�ŶĞǁ�ĂǆŝƐ�ŽĨ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�ŝƐݔ� ĂŶĚݕ� ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ͗

ܫ ൌ න൫ሺݔ ൅ ᇱሻଶݔ ൅ ሺݕ ൅ ᇱሻଶ൯݀݉ݕ

ܫ ൌ නݔଶ ݀݉ ൅නʹݔݔᇱ݀݉ ൅නݔᇱ
ଶ
݀݉ ൅නݕଶ ݀݉ ൅නʹݕݕᇱ݀݉ ൅නݕᇱ

ଶ
݀݉

^ŝŶĐĞ�ƚŚĞ�ĚŝƐƚĂŶĐĞƐ�ĂƌĞ�ĐŽŶƐƚĂŶƚƐ͗

ܫ ൌ ଶන݀݉ݔ ൅ ᇱ݀݉ݔනݔʹ ൅නݔᇱ
ଶ
݀݉ ൅ ଶන݀݉ݕ ൅ ᇱ݀݉ݕනݕʹ ൅නݕᇱ

ଶ
݀݉

�ŶĚ�ƌĞŽƌŐĂŶŝǌŝŶŐ�ƚŚĞ�ƚĞƌŵƐ͗

ܫ ൌ ቌݔଶන݀݉ ൅ ଶන݀݉ቍݕ ൅ ቌන൫ݔᇱ
ଶ
൅ ᇱݕ

ଶ
൯݀݉ ቍ ൅ ቌʹݔනݔᇱ݀݉ ൅ ᇱ݀݉ቍݕනݕʹ

ܫ ൌ ܯଶܦ ൅ ௖௘௡௧௥௘ܫ ൅ Ͳ

�ƐŝĚĞ͗

ߩ ൌ
ܯ

ܸ

ߩ ൌ
݀݉

ܸ݀

ߩ ൌ
݀݉

݄ݎߨʹ ȉ ݎ݀

WǇƚŚĂŐŽƌĞĂŶ�ƚŚĞŽƌĞŵ͗
ଶݎ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ



׵ ܫ ൌ ஼ெܫ ൅ ܯଶܦ

ϱ͘ϰ�dŽƌƋƵĞ
dŽƌƋƵĞ�ŝƐ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ĂƐ�ƚŚĞ�ĐƌŽƐƐ�ƉƌŽĚƵĐƚ�ŽĨ�ƌĂĚŝƵƐ�ĂŶĚ�ĨŽƌĐĞ͘
�ƌŽƐƐ�ƉƌŽĚƵĐƚ�ŵĞĂŶƐ�ƉĞƌƉĞŶĚŝĐƵůĂƌ͘

റ߬ ൌ റݎ ൈ റܨ

�ĞĐĂƵƐĞ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌŝƉĞƚĂů�ĨŽƌĐĞ�ĂĐƚƐ�ŽŶ�ƚŚĞ�ƐĂŵĞ�ĚŝƌĞĐƚŝŽŶ�ĂƐ�ƚŚĞ�ƌĂĚŝƵƐ͕�ŝƚ�ĚŽĞƐ�ŶŽƚ�ƉƌŽĚƵĐĞ�ƚŽƌƋƵĞ͘
,ŽǁĞǀĞƌ͕�ǁŚĞŶ�Ă�ƚĂŶŐĞŶƚŝĂů�ĨŽƌĐĞ�ŝƐ�ĂƉƉůŝĞĚ͗

ȭ்ܨ ൌ ்݉ܽ
ȭݎ்ܨ ൌ ݎ்ܽ݉
ȭ߬ ൌ ݉ሺߙݎሻݎ
ȭ߬ ൌ ߙଶݎ݉
ȭ߬ ൌ ߙܫ

^ŝŵŝůĂƌůǇ͕�ĨŽƌ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ŽďũĞĐƚƐ͗
்ܨ݀ ൌ ்ܽ݀݉
்ܨ݀ݎ ൌ ்݉݀ܽݎ
݀߬ ൌ ݉݀ߙଶݎ

න݀߬ ൌ ଶ݀݉ݎනߙ

߬௡௘௧ ൌ ߙܫ

ϱ͘ϰ͘ϭ��ƚǁŽŽĚΖƐ�DĂĐŚŝŶĞƐ
^ĂŵĞ�ƚŚŝŶŐ͕�ďƵƚ�ǁŚĞŶ�ƚŚĞ�ƉƵůůĞǇƐ�ŚĂǀĞ�ŵĂƐƐ͕�ǇŽƵ�ŚĂǀĞ�ƚŽ�ƚĂŬĞ�ŝŶƚŽ�ĂĐĐŽƵŶƚ�ƚŚĞŝƌ�ŵŽŵĞŶƚƐ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ͘

݉ଵܽ ൌ ݉ଵ݃ െ ଵܶ

ଵܶ ൌ ݉ଵ݃ െ݉ଵܽ

݉ଶܽ ൌ ଶܶ െ݉ଶ݃

ଶܶ ൌ ݉ଶ݃ ൅݉ଶܽ

߬௡௘௧ ൌ ߙܫ

ܴሺ ଵܶ െ ଶܶሻ ൌ
ଶܴܯ

ʹ
ȉ
ܽ

ܴ

݉ଵ݃ െ݉ଵܽ െ݉ଶ݃ െ݉ଶܽ െ
ܽܯ

ʹ
ൌ Ͳ

݉ଵܽ ൅݉ଶܽ ൅
ܽܯ

ʹ
ൌ ݉ଵ݃ െ݉ଶ݃

ܽ ൌ
݉ଵ݃ െ݉ଶ݃

݉ଵ ൅݉ଶ ൅
ܯ
ʹ

ϱ͘ϰ͘ϭ�ZŽůůŝŶŐ�ĂŶĚ�^ůŝƉƉŝŶŐ
tŚĞŶ�Ă�ďĂůů�ŝƐ�ƌŽůůŝŶŐ͕�ƚƌĂŶƐůĂƚŝŽŶĂů�ŵŽƚŝŽŶ�ŝƐ�ĞƋƵĂů�ƚŽ�ŝƚƐ�ƌŽƚĂƚŝŽŶĂů�ĐŽƵŶƚĞƌƉĂƌƚ͗

ݔ ൌ ߠݎ
ݒ ൌ ߱ݎ
ܽ ൌ ߙݎ

tŚĞŶ�Ă�ďĂůů�ŝƐ�ƐůŝƉƉŝŶŐ͕�ŝƚ�ĐĂŶ�ĨĂůů�ŝŶƚŽ�ƚǁŽ�ĐĂƚĞŐŽƌŝĞƐ͗
dŚĞ�ďĂůů�ŝƐ�ƐƉŝŶŶŝŶŐ͕�ďƵƚ�ŝƚ�ŝƐ�ŶŽƚ�ŵŽǀŝŶŐ�;ĂƐ�ŵƵĐŚͿ

ݔ ൏ ߠݎ
ݒ ൏ ߱ݎ

ϭ͘

dŚĞ�ďĂůů�ŝƐ�ŵŽǀŝŶŐ͕�ďƵƚ�ŶŽƚ�ƐƉŝŶŶŝŶŐ�;ĂƐ�ŵƵĐŚͿ
ݔ ൐ ߠݎ
ݒ ൐ ߱ݎ

Ϯ͘

��ďĂůů�ǁŝƚŚ�ŵĂƐƐܯ� ĂŶĚ�ƌĂĚŝƵƐ�ܴ ŚĂƐ�ĂŶ�ŝŶŝƚŝĂů�ƐƉĞĞĚ�ŽĨݒ�଴ ĂŶĚ�ŶŽ�ƌŽƚĂƚŝŽŶĂů�ǀĞůŽĐŝƚǇ͘�/Ĩ�ƚŚĞ�ĐŽĞĨĨŝĐŝĞŶƚ�ŽĨ�
ĨƌŝĐƚŝŽŶ�ŝƐ͕ߤ��ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ƚŝŵĞ�ŶĞĞĚĞĚ�ĨŽƌ�ƚŚĞ�ďĂůů�ƚŽ�ŐŽ�ĨƌŽŵ�ƐůŝĚŝŶŐ�ƚŽ�ƌŽůůŝŶŐ͘
�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�ƚƌĂŶƐůĂƚŝŽŶĂů�ŵŽƚŝŽŶ͗

௡௘௧ܨ ൌ ݉ܽ
െܨி ൌ ܽܯ
െ݃ܯߤ ൌ ܽܯ
ܽ ൌ െ݃ߤ

ݒ ൌ ଴ݒ ൅ ݐܽ
ݒ ൌ ଴ݒ െ ݐ݃ߤ

݉ଵ

݉ଶ

ܯ
ܴ

�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�ƌŽƚĂƚŝŽŶĂů�ŵŽƚŝŽŶ͗
߬௡௘௧ ൌ ߙܫ

ிܨܴ ൌ
ʹ

ͷ
ߙଶܴܯ

݃ܯߤ ൌ
ʹ

ͷ
ߙܴܯ

ߙ ൌ
ͷ݃ߤ

ʹܴ



ݒ ൌ ଴ݒ ൅ ݐܽ
ݒ ൌ ଴ݒ െ ݐ݃ߤ

tŚĞŶ�ƌŽůůŝŶŐ͗
ݒ ൌ ߱ݎ

଴ݒ െ ݐ݃ߤ ൌ ܴ
ͷ݃ߤ

ʹܴ
ݐ

଴ݒ ൌ ݐ݃ߤ ቆͳ ൅
ͷ

ʹ
ቇ

ݐ ൌ
଴ݒʹ
͹݃ߤ

ϱ͘ϱ��ŶŐƵůĂƌ�DŽŵĞŶƚƵŵ
�ŶŐƵůĂƌ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ�ŝƐ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ĂƐ͗

ሬറܮ ൌ റݎ ൈ റ݌
/ƚ�ŝƐ�ƐŝŵƉůǇ�ƚŚĞ�ƌŽƚĂƚŝŽŶĂů�ĞƋƵŝǀĂůĞŶƚ�ŽĨ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ͘
�ŶĚ�ƐŝŶĐĞ͗

ܮ ൌ ȭݎ௜݉௜ݒ௜
ܮ ൌ ȭݎ௜݉௜ሺݎ௜߱ሻ

ܮ ൌ ߱൫ȭ݉௜ݎ௜
ଶ൯

ܮ ൌ ߱ܫ
�ŶĚ�ĂůƐŽ͗

റ߬ ൌ റݎ ൈ റܨ

റ߬ ൌ റݎ ൈ
റ݌݀

ݐ݀

റ߬ ൌ
݀ሺݎറ ൈ റሻ݌

ݐ݀

റ߬ ൌ
ሬറܮ݀

ݐ݀
&ƌŽŵ�ƚŚĞ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ�ĂďŽǀĞ͕�ǁĞ�ŬŶŽǁ�ƚŚĂƚ͕�ůŝŬĞ�ůŝŶĞĂƌ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ͕�ĂŶŐƵůĂƌ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ�ŝƐ�ĐŽŶƐĞƌǀĞĚ͘

��ƌŽĚ�ǁŝƚŚ�ŵĂƐƐ�݉ோ ĂŶĚ�ůĞŶŐƚŚݎ� ŝƐ�ĨŝǆĞĚ�Ăƚ�ŽŶĞ�ĞŶĚ͕�ůŝŬĞ�Ă�ƉĞŶĚƵůƵŵ͘�dŚĞ�ƌŽĚ�ŝƐ�ŝŶŝƚŝĂůůǇ�Ăƚ�ƌĞƐƚ͕�ĂŶĚ�Ă�
ďĂůů�ǁŝƚŚ�ŵĂƐƐ�݉஻͕�ƚƌĂǀĞůůŝŶŐ�Ăƚݒ�଴ ƚŚĞŶ�ĐŽůůŝĚĞƐ�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ŶŽŶͲĨŝǆĞĚ�ĞŶĚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƌŽĚ�Ăƚ�Ă�ƌŝŐŚƚ�ĂŶŐůĞ͘�dŚĞ�
ďĂůů�ƐƚŝĐŬƐ�ƚŽ�ƚŚĞ�ĞŶĚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƌŽĚ�ĂĨƚĞƌ�ƚŚĞ�ĐŽůůŝƐŝŽŶ͘�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ƐƉĞĞĚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ďĂůů�ĂĨƚĞƌ�ƚŚĞ�ĐŽůůŝƐŝŽŶ͘
>ŝŶĞĂƌ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ�ŝƐ�ŶŽƚ�ĐŽŶƐĞƌǀĞĚ�ŚĞƌĞ͕�ƐŝŶĐĞ�ĂĨƚĞƌ�ƚŚĞ�ĐŽůůŝƐŝŽŶ͕�ƚŚĞ�ĂǆŝƐ�ŽĨ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�ĂƉƉůŝĞƐ�Ă�ĨŽƌĐĞ�ŽŶ�
ƚŚĞ�ƌŽĚ͘
KŶ�ƚŚĞ�ŽƚŚĞƌ�ŚĂŶĚ͕�ĂŶŐƵůĂƌ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ�ŝƐ�ĐŽŶƐĞƌǀĞĚ�ŚĞƌĞ͕�ƐŝŶĐĞ�ƚŚĞ�ĨŽƌĐĞ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ĂǆŝƐ�ŽĨ�ƌŽƚĂƚŝŽŶ�
ĂƉƉůŝĞƐ�ŽŶ�ƚŚĞ�ƌŽĚ�ĂĐƚƐ�Ăƚ�Ă�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�ŽĨ�ǌĞƌŽ͕�ĂŶĚ�ƚŚĞƌĞĨŽƌĞ�ĚŽĞƐ�ŶŽƚ�ĐŽŶƚƌŝďƵƚĞ�ƚŽ�ƚŽƌƋƵĞ͘

റ߬ ൌ
ሬറܮ݀

ݐ݀
ൌ Ͳ

௜ܮ ൌ ௙ܮ
଴ݒ஻݉ݎ ൌ ஻ܮ ൅ ோܮ
଴ݒ஻݉ݎ ൌ ௙ݒ஻݉ݎ ൅ ߱ܫ

଴ݒ஻݉ݎ ൌ ௙ݒ஻݉ݎ ൅
ͳ

͵
݉ோݎ

ଶ
௙ݒ

ݎ

݉஻ݒ଴ ൌ ௙ݒ ൬݉஻ ൅
݉ோ

͵
൰

௙ݒ ൌ
݉஻ݒ଴

݉஻ ൅
݉ோ
͵

݃ܯߤ ൌ
ͷ
ߙܴܯ

ߙ ൌ
ͷ݃ߤ

ʹܴ

߱ ൌ ߱଴ ൅ ݐߙ

߱ ൌ
ͷ݃ߤ

ʹܴ
ݐ



ϲ͘ϭ�<ĞƉůĞƌΖƐ�>ĂǁƐ
:ŽŚĂŶŶĞƐ�<ĞƉůĞƌ�ǁĂƐ�Ă�ϭϳƚŚ�ĐĞŶƚƵƌǇ�'ĞƌŵĂŶ�ĚƵĚĞ�ǁŚŽ�ĐĂŵĞ�ƵƉ�ǁŝƚŚ�ůĂǁƐ�ĂďŽƵƚ�ƉůĂŶĞƚĂƌǇ�ŵŽƚŝŽŶ�ǁŚĞŶ�
ƐƚƵĚǇŝŶŐ�ĚĂƚĂ�ĂďŽƵƚ�ƚŚĞ�ŵŽƚŝŽŶ�ŽĨ�DĂƌƐ�ĂƌŽƵŶĚ�ƚŚĞ�^ƵŶ͘
>ŝŬĞ�EĞǁƚŽŶΖƐ�>ĂǁƐ͕�ƚŚĞƌĞ�ĂƌĞ�ƚŚƌĞĞ͗

WůĂŶĞƚĂƌǇ�ŽƌďŝƚƐ�ĂƌĞ�ĞůůŝƉƐĞƐ͘�dŚĞ�ƐƵŶ�ǁŝůů�ĂůǁĂǇƐ�ďĞ�ŽŶ�ŽŶĞ�ŽĨ�ƚŚĞŵ͘ϭ͘
�ŽŶŶĞĐƚ�ƚŚĞ�ƐƵŶ�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ƉůĂŶĞƚ�ǁŝƚŚ�Ă�ůŝŶĞ͘�dŚĂƚ�ůŝŶĞ�ƐǁĞĞƉƐ�ŽƵƚ�ĞƋƵĂů�ĂƌĞĂƐ�ŝŶ�ĞƋƵĂů�ĂŵŽƵŶƚƐ�ŽĨ�
ƚŝŵĞ͘

Ϯ͘

ܶଶ ן ଷϯ͘ݎ

ϲ͘ϭ͘ϭ�<ĞƉůĞƌΖƐ�^ĞĐŽŶĚ�>Ăǁ
��ƉůĂŶĞƚͲƐƵŶ�ƐǇƐƚĞŵ͕�ŝŶ�ŝƐŽůĂƚŝŽŶ͕�ŶŽƌŵĂůůǇ�ĚŽĞƐ�ŶŽƚ�ŚĂǀĞ�ĞǆƚĞƌŶĂů�ĨŽƌĐĞƐ�ĂĐƚŝŶŐ�ƵƉŽŶ�ŝƚ͘�dŚĞƌĞĨŽƌĞ͕�
ĂŶŐƵůĂƌ�ŵŽŵĞŶƚƵŵ�ŝƐ�ĐŽŶƐĞƌǀĞĚ͘
dŚĂƚ�ŵĞĂŶƐ͕�ĂƐ�ƚŚĞ�ƉůĂŶĞƚ�ŐĞƚƐ�ĐůŽƐĞƌ�ƚŽ�ƚŚĞ�ƐƵŶ͕�ŝƚƐ�ƐƉĞĞĚ�ŝŶĐƌĞĂƐĞƐ͕�ĂŶĚ�ǀŝĐĞ�ǀĞƌƐĂ͘

ሬറܮ ൌ റݎ ൈ റݒ݉

റݎ ן
ͳ

റݒ
dŚĞŶ�ŝƚ�ĂůƐŽ�ŵĂŬĞƐ�ƐĞŶƐĞ�ĨŽƌ�ǁŚĞŶ�ƚŚĞ�ƉůĂŶĞƚ�ƚƌĂǀĞůƐ�ƐůŽǁĞƌ�ĂŶĚ�ĨĂƌƚŚĞƌ�ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�ƐƵŶ͕�ƐŚŽƵůĚ�ĐŽǀĞƌ�ƚŚĞ�
ƐĂŵĞ�ĂƌĞĂ�ĂƐ�ĐŽŵƉĂƌĞĚ�ƚŽ�ǁŚĞŶ�ƚŚĞ�ƉůĂŶĞƚ�ƚƌĂǀĞůƐ�ĨĂƐƚĞƌ�ĂŶĚ�ĐůŽƐĞƌ�ƚŽ�ƚŚĞ�ƐƵŶ͘

ϲ͘ϭ͘Ϯ�<ĞƉůĞƌΖƐ�dŚŝƌĚ�>Ăǁ
�ƐƐƵŵŝŶŐ�ĐŝƌĐƵůĂƌ�ŵŽƚŝŽŶ͗

௡௘௧ܨ ൌ ݉ܽ
ܯ݉ܩ

ଶݎ
ൌ ݉

ଶݒ

ݎ

ݒ ൌ ඨ
ܯܩ

ݎ

�ŶĚ�ƉĞƌŝŽĚ͕�ƚŚĞ�ƚŝŵĞ�ŶĞĞĚĞĚ�ƚŽ�ĐŽŵƉůĞƚĞ�Ă�ĨƵůů�ƌĞǀŽůƵƚŝŽŶ͗

ܶ ൌ
ߨʹ

߱

ܶ ൌ
ݎߨʹ

ݒ

ܶ ൌ
ݎߨʹ

ටܯܩ
ݎ

ܶ ൌ ටݎߨʹ
ݎ

ܯܩ

ܶଶ ൌ
ߨʹ

ܯܩ
ଷݎ

dŚŝƐ�ĐŽŶĐĞƉƚ�ĐĂŶ�ďĞ�ĞǆƚĞŶĚĞĚ�ƚŽ�ĞůůŝƉƐĞƐ�ďǇ�ƌĞƉůĂĐŝŶŐ�ƌĂĚŝƵƐ�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ƐĞŵŝͲŵĂũŽƌ�ĂǆŝƐ͘

ϲ͘Ϯ�'ƌĂǀŝƚǇ
ϲ͘Ϯ͘ϭ�'ƌĂǀŝƚĂƚŝŽŶĂů�WŽƚĞŶƚŝĂů��ŶĞƌŐǇ
tĞ�ŚĂǀĞ�ĂůƌĞĂĚǇ�ĚŝƐĐƵƐƐĞĚ�ƚŚŝƐ�ƚŽƉŝĐ�ŝŶ�ϯ͘ϭ͘Ϯ͘

ȟܷீ ൌ ଵ݉ଶ݉ܩ ቆ
ͳ

௜ݔ
െ

ͳ

௙ݔ
ቇ

ϲ�KƐĐŝůůĂƚŝŽŶƐ�Θ�'ƌĂǀŝƚǇ
^ƵŶĚĂǇ͕��ƵŐƵƐƚ�Ϯ͕�ϮϬϮϬ ϭϴ͗ϯϳ



ܷீ ൌ െ
ଵ݉ଶ݉ܩ

ݎ

ϲ͘Ϯ͘Ϯ��ƐĐĂƉĞ�sĞůŽĐŝƚǇ
�ƐƐƵŵŝŶŐ�ŶŽ�ĂƚŵŽƐƉŚĞƌŝĐ�ĚƌĂŐ͗

௜ܷ ൅ ௜ܭ ൌ ௙ܷ ൅ ௙ܭ

െ
ْ݉݉ܩ

ݎْ
൅
ͳ

ʹ
଴ݒ݉

ଶ ൌ െ
ْ݉݉ܩ

ݎْ ൅ ݄
൅
ͳ

ʹ
௙ݒ݉

ଶ

dŽ�ĐŽŵƉůĞƚĞůǇ�ĞƐĐĂƉĞ�ƚŚĞ�ŐƌĂǀŝƚĂƚŝŽŶĂů�ĨŝĞůĚ͕�ǁĞ�ǁŝůů�ŶĞĞĚ�ŝŶĨŝŶŝƚĞ�ƐĞƉĂƌĂƚŝŽŶ͘
�ŶĚ�ƚŽ�ŽďƚĂŝŶ�ƚŚĞ�ŵŝŶŝŵƵŵ�ǀĞůŽĐŝƚǇ�ŶĞĞĚĞĚ͕�ƚŚĞ�ĨŝŶĂů�ǀĞůŽĐŝƚǇ�ǁŝůů�ďĞ�Ϭ͘

െ
ْ݉݉ܩ

ݎْ
൅
ͳ

ʹ
଴ݒ݉

ଶ ൌ െ ���
௛՜ஶ

ْ݉݉ܩ

ݎْ ൅ ݄
ͳ

ʹ
଴ݒ݉

ଶ ൌ
ْ݉݉ܩ

ݎْ
െ ���

௛՜ஶ

ْ݉݉ܩ

ݎْ ൅ ݄
ͳ

ʹ
଴ݒ
ଶ ൌ

ْ݉ܩ

ݎْ

଴ݒ ൌ ඨ
ْ݉ܩʹ

ݎْ

ϲ͘ϯ�^ŝŵƉůĞ�,ĂƌŵŽŶŝĐ�DŽƚŝŽŶ
ϲ͘ϯ͘ϭ�dŚĞ�^ĞĐŽŶĚͲĚĞŐƌĞĞ��ŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂů��ƋƵĂƚŝŽŶ
^ŝŵƉůĞ�ŚĂƌŵŽŶŝĐ�ŵŽƚŝŽŶ͕�ďǇ�ĚĞĨŝŶŝƚŝŽŶ͕�ŝƐ�ǁŚĞŶ�ƚŚĞ�ƌĞƐƚŽƌŝŶŐ�ĨŽƌĐĞ�ŝƐ�ƉƌŽƉŽƌƚŝŽŶĂů�ƚŽ�ƚŚĞ�ĚŝƐƉůĂĐĞŵĞŶƚ͗

݉ܽ ൌ െݎܥ

݉
݀ଶݎ

ଶݐ݀
ൌ െݎܥ

�ŽĞƐ�ƚŚŝƐ�ůŽŽŬ�ĨĂŵŝůŝĂƌ͍
,ŽŽŬĞΖƐ�ůĂǁ�ƐƚĂƚĞƐ�ƚŚĂƚ͗

݉ܽ ൌ െ݇ݔ

݉
݀ଶݔ

ଶݐ݀
ൌ െ݇ݔ

tĞ�ĐĂŶ�ƐŽůǀĞ�ĨŽƌ�ƚŚĞ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂů�ĞƋƵĂƚŝŽŶ͗
݀ଶݔ

ଶݐ݀
ൌ െ

݇

݉
ݔ

�ŶĚ�ƚŚĞ�ŐĞŶĞƌĂů�ƐŽůƵƚŝŽŶ�ƚŽ�ƚŚĂƚ�ŝƐ͗
ሻݐሺݔ ൌ ܣ ���ሺ߱ݐ ൅ ߮ሻ

tŚĞƌĞ�߱ଶ ൌ
௞

௠

ϲ͘ϯ͘Ϯ�^ŵĂůů��ŶŐůĞ��ƉƉƌŽǆŝŵĂƚŝŽŶ
�ĞĨŽƌĞ�ǁĞ�ŵŽǀĞ�ŽŶƚŽ�ĞǆĂŵƉůĞƐ͕�ǁĞ�ŵƵƐƚ�ĨŝƌƐƚ�ĚŝƐĐƵƐƐ�ƚŚŝƐ͘
&Žƌ�ƚŚŝƐ�ƐĞŐŵĞŶƚ͕�K�ĚĞŶŽƚĞƐ�ŽƉƉŽƐŝƚĞ͕���ĚĞŶŽƚĞƐ�ĂĚũĂĐĞŶƚ͕�,�ĚĞŶŽƚĞƐ�ŚǇƉŽƚĞŶƵƐĞ͕�ĂŶĚ�^�ĚĞŶŽƚĞƐ�ĂƌĐ�
ůĞŶŐƚŚ�ǁŝƚŚ�ĂĚũĂĐĞŶƚ�ĂƐ�ƌĂĚŝƵƐ͘
&Žƌ�Ă�ǀĞƌǇ�ƐŵĂůů�ĂŶŐůĞ͗

�Ɛߠ� ՜ Ͳ͕�ܱ ՜ Ͳ
ܪ ൎ ܣ

��� ߠ ൌ
ܱ

ܪ
ൎ
ܱ

ܣ
ൌ ��� ߠ

��� ߠ ൌ
ܱ

ܣ
ൎ
ܵ

ܣ
ൌ
ܣߠ

ܣ
ൌ ߠ

׵ ��� ߠ ൎ ߠ
Kƌ�Ă�ƐŝŵƉůĞƌ�ĞǆƉůĂŶĂƚŝŽŶ͗



���
ఏ՜଴

��� ߠ

ߠ
ൌ ͳ

��� Ͳ ൌ Ͳ
׵ ��� ߠ ൎ ߠ

ϲ͘ϯ͘ϯ�^ŝŵƉůĞ�WĞŶĚƵůƵŵ
dŽ�ƐŽůǀĞ�ĨŽƌ�Ă�ŵŽƚŝŽŶ�ŽĨ�Ă�ƐŝŵƉůĞ�ƉĞŶĚƵůƵŵ͗

ܨ ൌ ݉ܽ

െ݉݃ ��� ߠ ൌ ݉
݀ଶݏ

ଶݐ݀

hƐŝŶŐ�ƐŵĂůů�ĂŶŐůĞ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚŝŽŶ͗

െ݃ߠ ൌ
݀ଶሺݎߠሻ

ଶݐ݀

െ
݃

ݎ
ߠ ൌ

݀ଶߠ

ଶݐ݀

�ŶĚ�ƵƐŝŶŐ�ƚŚĞ�ŐĞŶĞƌĂů�ƐŽůƵƚŝŽŶ͗
ሻݐሺߠ ൌ ܣ ���ሺ߱ݐ ൅ ߮ሻ

tŚĞƌĞ�߱ଶ ൌ
௚

௥

ϲ͘ϯ͘ϰ�dŽƌƐŝŽŶĂů�WĞŶĚƵůƵŵ
/Ĩ�ƚŚĞƌĞ�ĂƌĞ�ůŝŶĞĂƌ�ƉĞŶĚƵůƵŵƐ͕�ƚŚĞƌĞ�ŵƵƐƚ�ďĞ�ƚŽƌƐŝŽŶĂů�ƉĞŶĚƵůƵŵƐ͘
dŽ�ƐŽůǀĞ�ĨŽƌ�ƚŚĞŝƌ�ŵŽƚŝŽŶ͗

߬ ൌ ߙܫ

െ݇ߠ ൌ ܫ
݀ଶߠ

ଶݐ݀

െ
݇

ܫ
ߠ ൌ

݀ଶߠ

ଶݐ݀

�ŶĚ�ƵƐŝŶŐ�ƚŚĞ�ŐĞŶĞƌĂů�ƐŽůƵƚŝŽŶ͗
ሻݐሺߠ ൌ ܣ ���ሺ߱ݐ ൅ ߮ሻ

tŚĞƌĞ�߱ଶ ൌ
௞

ூ



DĂŶǇ�ŚĂǀĞ�ĞŶƌŽůůĞĚ�ƚŚĞŵƐĞůǀĞƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĐŽƵƌƐĞ�ƚŚĞ�ǇĞĂƌ�ďĞĨŽƌĞ͘�DĂŶǇ�ŚĂǀĞ�ƌĞŐƌĞƚƚĞĚ�ƚŚĂƚ�ĚĞĐŝƐŝŽŶ�ĂŶĚ�
ĚƌŽƉƉĞĚ�ŽƵƚ�ďĞĨŽƌĞ�ƐĐŚŽŽů�ƐƚĂƌƚĞĚ͘�DĂŶǇ�ŚĂǀĞ�ďĞĞŶ�ĚĞƚĞƌƌĞĚ�ďǇ�ƚŚĞ�ĞǆƚƌĞŵĞ�ƉĂĐĞ�ƚŚĂƚ�ƚŚŝƐ�ĐŽƵƌƐĞ�
ƌĞƋƵŝƌĞƐ͕�ĂŶĚ�ŚĂǀĞ�ƐǁŝƚĐŚĞĚ�ŽǀĞƌ�ƚŽ�WŚǇƐŝĐƐ�Ϯ�Žƌ�WŚǇƐŝĐƐ�ϭϮ͕�ŝŶ�ƐĞĂƌĐŚ�ŽĨ�ĞĂƐŝĞƌ�ŵĂƚĞƌŝĂů͘�DĂŶǇ�ŚĂǀĞ�ĨĞůƚ�
ĚĞũĞĐƚĞĚ�ǁŚĞŶ�ƚŚĞǇ�ĨŝƌƐƚ�ƐĞĞ�Ă�ϯϬй�ŽŶ�ƚŚĞŝƌ�ĨŝƌƐƚ�ƚĞƐƚ͘

��ĨĞǁ�ǁŝůů�ŚĂǀĞ�ƚƌŝƵŵƉŚĞĚ͘���ĨĞǁ�ǁŝůů�ŚĂǀĞ�ƉĞƌƐĞǀĞƌĞĚ͘���ĨĞǁ�ǁŝůů�ŚĂǀĞ�ƐƵĨĨĞƌĞĚ͘�DĂǇďĞ�ǇŽƵ�ĂƌĞ�ŽŶĞ�ŽĨ�
ƚŚĞŵ͘�DĂǇďĞ�ǇŽƵ�ĂƌĞ�ŶŽƚ͘��Ƶƚ�ŝĨ�ǇŽƵ�ŚĂǀĞ�ƌĞĂĐŚĞĚ�ŚĞƌĞ͕�ǇŽƵ�ŵƵƐƚ�ďĞ�ƚŝƌĞĚ�ĂĨƚĞƌ�Ăůů�ƚŚŽƐĞ�ƉŚǇƐŝĐƐ�
ĐŽŶĐĞƉƚƐ�ĂŶĚ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂů�ĞƋƵĂƚŝŽŶƐ͘�dĂŬĞ�Ă�ďƌĞĂŬ͘��Ž�ŶŽƚ�ďĞ�ĂĨƌĂŝĚ�ƚŽ�ƐƚŽƉ͘�WŚǇƐŝĐƐ�ŝƐŶΖƚ�ĨŽƌ�ĞǀĞƌǇŽŶĞ͘

/Ĩ�ǇŽƵ�ĂƌĞ�Ɛƚŝůů�ƌĞĂĚŝŶŐ͕�ĐŽŶŐƌĂƚƵůĂƚŝŽŶƐ͘�DĞĐŚĂŶŝĐƐ�ǁĂƐ�Ă�ŵĂƐƐŝǀĞ�ŚƵƌĚůĞ͕�ďƵƚ�ĨƌŽŵ�ŚĞƌĞ�ŽŶǁĂƌĚƐ͕�ŝƚ�ŝƐ�
ŽŶůǇ�ĂŶ�ƵƉŚŝůů�ďĂƚƚůĞ͘��ƌĂĐĞ�ǇŽƵƌƐĞůĨ�ĨŽƌ�ŵŽƌĞ�ƐƚƌĞŶƵŽƵƐ�ƚŝŵĞƐ͕�ĂŶĚ�/�ǁŝƐŚ�ǇŽƵ�ŐŽŽĚ�ůƵĐŬ͘

�ŽƌŝƐ�>ŝ
ϲ��ƵŐƵƐƚ͕�ϮϬϮϬ

�ŽŶĐůƵƐŝŽŶ
dŚƵƌƐĚĂǇ͕��ƵŐƵƐƚ�ϲ͕�ϮϬϮϬ ϭϱ͗ϭϲ



^ƉŚĞƌĞ
^ŽůŝĚ͕�ƌŽƚĂƚŝŶŐ�ĂƌŽƵŶĚ�ĐĞŶƚƌĞ
DŽŵĞŶƚ�ŽĨ�ŝŶĞƌƚŝĂ�ŽĨ�Ă�ĚŝƐŬ͗

ܫ ൌ
ͳ

ʹ
ଶܴܯ

dƌĞĂƚŝŶŐ�Ă�ƐƉŚĞƌĞ�ĂƐ�ŝŶĨŝŶŝƚĞůǇ�ŵĂŶǇ�ĚŝƐŬƐ�ƐƚĂĐŬĞĚ�ƚŽŐĞƚŚĞƌ͗

ܫ݀ ൌ
ͳ

ʹ
ଶ݀݉ݎ

ܫ݀ ൌ
ͳ

ʹ
ݔସ݀ݎߨߩ

ܫ݀ ൌ
ͳ

ʹ
ሺܴଶߨߩ െ ݔଶሻଶ݀ݔ

ܫ ൌ න
ͳ

ʹ
ሺܴଶߨߩ െ ݔଶሻଶ݀ݔ

ோ

ିோ

ܫ ൌ
ͳ

ʹ
ߨ
ܯ

ܸ
නሺܴସ െ ʹܴଶݔଶ ൅ ݔସሻ݀ݔ

ோ

ିோ

ܫ ൌ
ͳ

ʹ
ߨ
ܯ

ܸ
ቆܴସݔ െ

ʹ

͵
ܴଶݔଷ ൅

ହݔ

ͷ
ቇอ

ିோ

ோ

ܫ ൌ
ͳ

ʹ
ߨ
ܯ

ܸ
ቆʹܴହ െ

Ͷ

͵
ܴହ ൅

ʹ

ͷ
ܴହቇ

ܫ ൌ
ͳ

ʹ
ߨ

ܯ͵

Ͷܴߨଷ
ቆ
ͳ͸

ͳͷ
ܴହቇ

ܫ ൌ
ʹ

ͷ
ଶܴܯ

�ƐŝĚĞ͗

ߩ ൌ
ܯ

ܸ

ߩ ൌ
݀݉

ܸ݀
ݔ ďĞŝŶŐ�ƚŚĞ�ĚŝƐƚĂŶĐĞ�ŽŶ�ƚŚĞ�ĂǆŝƐ͕�ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�
ĐĞŶƚƌĞ͗
݀݉ ൌ ሻݔଶ݀ݎߨሺߩ

�ĂŶĚ�ܴ͕ݎ�͕ݔ ƌĞĂĚŝůǇ�ĨŽƌŵ�Ă�ƚƌŝĂŶŐůĞ͗
ܴଶ ൌ ଶݔ ൅ ଶݎ

ଶݎ ൌ ܴଶ െ ଶݔ

�ƉƉĞŶĚŝǆ͗�DŽŵĞŶƚƐ�ŽĨ�/ŶĞƌƚŝĂ
^ƵŶĚĂǇ͕��ƵŐƵƐƚ�Ϯ͕�ϮϬϮϬ ϭϳ͗Ϯϲ


