
dŚĞ�ĂĐƚƵĂů����ƉĂƌƚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĐĂůĐƵůƵƐ�ĐŽƵƌƐĞ�ǁĂƐ�ƚĂƵŐŚƚ�ŝŶ�ƚŚĞ�ƐĞĐŽŶĚ�ŚĂůĨ�ŽĨ�ƚŚĞ�ǇĞĂƌ͕�ĂĨƚĞƌ��ŚƌŝƐƚŵĂƐ�
ďƌĞĂŬ͘�dŚĞ�ŶŽƚĞƐ�ǁĞƌĞ�ŶŽƚ�ƚŚĞ�ƌĞŶĞǁĞĚ�ǀĞƌƐŝŽŶ�ƚŚĂƚ�ŝƐ�ƉƌŽďĂďůǇ�ƵƐĞĚ�ƐƚĂƌƚŝŶŐ�ϮϬϮϬ͕�ďƵƚ�/�Ăŵ�ĐŽŶĨŝĚĞŶƚ�
ƚŚĂƚ�/�ĐĂŶ�ĚĞůŝǀĞƌ�Ă�ĐůĞĂƌ͕�ƌĞƐƚƌƵĐƚƵƌĞĚ�ǀĞƌƐŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞƐĞ�ĐŽŶĐĞƉƚƐ͘

�ŽƌŝƐ�>ŝ
ϭϱ�:ƵůǇ͕�ϮϬϮϬ

/ŶƚƌŽĚƵĐƚŝŽŶ
dŚƵƌƐĚĂǇ͕�:ƵŶĞ�Ϯϱ͕�ϮϬϮϬ ϭϰ͗ϰϱ



dŚĞ�ĐŽŶĐĞƉƚ�ŽĨ�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ĐůŽƐĞůǇ�ůŝŶŬĞĚ�ƚŽ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů͖�ŝŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ�ŝƐ�ŵĞƌĞůǇ�Ă�ƐĞƌŝĞƐ�ƚŚĂƚ͕�ŝŶƐƚĞĂĚ�ŽĨ�
ĂĚĚŝŶŐ�ŝŶƚĞƌǀĂůƐ�ŽĨ�ůĞŶŐƚŚ�ϭ͕�ĂĚĚŝŶŐ�ŝŶƚĞƌǀĂůƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ůĞŶŐƚŚ�ŽĨ�Ă�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂů͘

ϭ͘ϭ��ŽŶĐĞƉƚ
ϭ͘ϭ͘ϭ�&ŝŶŝƚĞ�ƐĞƌŝĞƐ

ܽ



ୀଵ

ൌ ܽଵ  ܽଶ  ܽଷ ڮ ܽିଵ  ܽ

ϭ͘ϭ͘Ϯ�/ŶĨŝŶŝƚĞ�ƐĞƌŝĞƐ

ܽ

ஶ

ୀଵ

ൌ ܽଵ  ܽଶ  ܽଷ ڮ ܽିଵ  ܽ  ܽାଵ ڮ

ܵ ൌܽ



ୀଵ

/Ĩ ���
՜ஶ

ܽ ĐŽŶǀĞƌŐĞƐͬĚŝǀĞƌŐĞƐ͕ܽ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐͬĚŝǀĞƌŐĞƐ͘

ϭ͘ϭ͘ϯ�'ĞŽŵĞƚƌŝĐ
��ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ�ŚĂƐ�ƚĞƌŵƐ�ƚŚĂƚ�ĚŝĨĨĞƌ�ďǇ�Ă�ƌĂƚŝŽ͘

ܽݎ
ஶ

ୀ

ൌ ܽ  ݎܽ  ଶݎܽ  ଷݎܽ ڮ

�ŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�ȁݎȁ ൏ ͳ
�ŝǀĞƌŐĞŶĐĞ�ȁݎȁ  ͳ

ܵ ൌ
ܽ

ͳ െ ݎ

ϭ͘ϭ͘ϰ�,ĂƌŵŽŶŝĐ


ͳ

݊

ஶ

ୀଵ

ൌ ͳ 
ͳ

ʹ

ͳ

͵

ͳ

Ͷ
ڮ

�ůǁĂǇƐ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ͘

ϭ͘Ϯ��ŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�dĞƐƚƐ
EŽƚĞ͗�dŚĞƐĞ�ƚĞƐƚƐ�ŚĂǀĞ�ŶŽƚ�ďĞĞŶ�ƌŝŐŽƵƌŽƵƐůǇ�ƉƌŽǀĞŶ�ŝŶ��W��ĂůĐƵůƵƐ���͘
ϭ͘Ϯ͘ϭ�ŶƚŚ dĞƌŵ�dĞƐƚ

/Ĩ ܽ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͕ ƚŚĞŶ ���
՜ஶ

ܽ ൌ ͲǤ

/Ĩ ���
՜ஶ

ܽ ് Ͳ͕ ƚŚĞŶ ܽ

ஶ

ୀଵ

ĚŝǀĞƌŐĞƐǤ

/Ĩ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͕�ƚŚĞ�ƌĂƚŝŽ�ŵƵƐƚ�ďĞ�ƐŵĂůůĞƌ�ƚŚĂŶ�ϭ͕�ƚŚĞŶ�ƚŚĞ�ƚĞƌŵƐ�ŵƵƐƚ�ďĞ�ĂƉƉƌŽĂĐŚŝŶŐ�Ϭ͘
�ŽŶǀĞƌƐĞůǇ͕�ŝĨ�ƚŚĞ�ƚĞƌŵƐ�ĂƌĞ�ŶŽƚ�ĂƉƉƌŽĂĐŚŝŶŐ�Ϭ͕�ƚŚĞ�ƌĂƚŝŽ�ŵƵƐƚ�ďĞ�Ăƚ�ůĞĂƐƚ�ϭ͕�ƚŚĞŶ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ŵƵƐƚ�
ĚŝǀĞƌŐĞ͘

ϭ�^ĞƌŝĞƐ
tĞĚŶĞƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�ϭϱ͕�ϮϬϮϬ ϭϬ͗ϰϵ



ϭ͘Ϯ͘Ϯ�/ŶƚĞŐƌĂů�dĞƐƚ
/Ĩ�Ă�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŝƐ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ͕�ƉŽƐŝƚŝǀĞ͕�ĂŶĚ�ĚĞĐƌĞĂƐŝŶŐ͗

݂ሺ݊ሻ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐͬĚŝǀĞƌŐĞƐ ĂƐ න ݂ሺ݊ሻ݀ݔ
ஶ

ଵ

݂ሺ݊ሻ

ஶ

ୀଵ

̱න ݂ሺ݊ሻ݀ݔ
ஶ

ଵ

dŚŝƐ ǁŽƌŬƐ͕ ĂƐ ݂ሺ݊ሻ

ь

сϮ

ŝƐ ŵĞƌĞůǇ ƚŚĞ ZZ�D ŽĨ න ݂ሺ݊ሻ݀ݔ
ь

ϭ
Ǥ

dŚĞ�ZZ�D�ŝƐ�ĂůǁĂǇƐ�ƐŵĂůůĞƌ�ƚŚĂŶ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů͕�ƐŽ�ǁŚĞŶ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͕�ƚŚĞ�ZZ�D�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘

݂ሺ݊ሻ

ь

сϭ

ൌ ܯܣܴܴ  ݂ሺͳሻ

�ŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�ĚŽĞƐ�ŶŽƚ�ĚĞƉĞŶĚ�ŽŶ�ĨŝƌƐƚ�ĨŝŶŝƚĞ�ŶƵŵďĞƌ�ŽĨ�ƚĞƌŵƐ͘

ϭ͘Ϯ͘ϯ�ƉͲƐĞƌŝĞƐ�dĞƐƚ


ͳ

݊

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ ŝī   ͳǤ

�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�  Ͳǡ
dŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ�ďǇ�ƚŚĞ�ŶƚŚ ƚĞƌŵ�ƚĞƐƚ͕�ƐŝŶĐĞ�ƚŚĞ�ŶƚŚ ƚĞƌŵ�ŝƐ�ŝŶĨŝŶŝƚĞůǇ�ůĂƌŐĞ͘

�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�Ͳ ൏  ൏ ͳ͕
dŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ͕�ƉŽƐŝƚŝǀĞ�ĂŶĚ�ĚĞĐƌĞĂƐŝŶŐ�ǁŝƚŚŝŶ�ሾͳǡλሻ

න
ͳ

ݔ
ݔ݀

ஶ

ଵ

ൌ ���
՜ஶ

න ݔ݀ିݔ


ଵ

ൌ ���
՜ஶ

ାଵିݔ

െ  ͳ
อ

ଵ



ൌ ���
՜ஶ

ܾଵି

ͳ െ 
െ

ͳ

ͳ െ 

ൌ ���
՜ஶ

ܾଵି െ ͳ

ͳ െ 
ܾଵି ŐŽĞƐ�ƚŽ�ŝŶĨŝŶŝƚǇ͕�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ͘

�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ� ൌ ͳ͕
dŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ͕�ƉŽƐŝƚŝǀĞ�ĂŶĚ�ĚĞĐƌĞĂƐŝŶŐ�ǁŝƚŚŝŶ�ሾͳǡλሻ

න
ͳ

ݔ
ݔ݀

ஶ

ଵ

ൌ ���
՜ஶ

න
ͳ

ݔ
ݔ݀



ଵ

ൌ ���
՜ஶ

�� ܾ െ �� ͳ

ൌ ���
՜ஶ

�� ܾ

ൌ λ
dŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ͘

�ŽŶƐŝĚĞƌŝŶŐ�  ͳ͕
dŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ͕�ƉŽƐŝƚŝǀĞ�ĂŶĚ�ĚĞĐƌĞĂƐŝŶŐ�ǁŝƚŚŝŶ�ሾͳǡλሻ

න
ͳ

ݔ
ݔ݀

ஶ

ଵ



ൌ ���
՜ஶ

න ݔ݀ିݔ


ଵ

ൌ ���
՜ஶ

ାଵିݔ

െ  ͳ
อ

ଵ



ൌ ���
՜ஶ

ͳ

ሺͳ െ ିଵݔሻ
ቤ
ଵ



ൌ ���
՜ஶ

ͳ

ሺͳ െ ሻܾିଵ
െ

ͳ

ͳ െ 

ൌ Ͳ െ
ͳ

ͳ െ 

ൌ
ͳ

 െ ͳ
dŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘

ϭ͘Ϯ͘ϰ��ůƚĞƌŶĂƚŝŶŐ�^ĞƌŝĞƐ�dĞƐƚ
/Ĩ�ܽ  ܽାଵ ĂŶĚ�ŝĨ����՜ஶ ܽ ൌ Ͳ͕

ሺെͳሻାଵܽ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘

/Ĩ�ƚŚĞ�ƚĞƌŵƐ�ŐĞƚ�ƐŵĂůůĞƌ�ĂŶĚ�ĂƉƉƌŽĂĐŚ͕�ƚŚĞ�ĂůƚĞƌŶĂƚŝŶŐ�ƐĞƌŝĞƐ�ǁŝůů�ĞǀĞŶƚƵĂůůǇ�ǌĞƌŽ�ŝŶƚŽ�Ă�ǀĂůƵĞ͕�ĂƐ�ƚŚĞ�
ƉĂƌƚŝĂů�ƐƵŵƐ�ŽƐĐŝůůĂƚĞ�ĂƌŽƵŶĚ�ƚŚĞ�ǀĂůƵĞ͘

ϭ͘Ϯ͘ϱ�ZĂƚŝŽ�dĞƐƚ

/Ĩ ���
՜ஶ

ቤ
ܽାଵ
ܽ

ቤ ൏ ͳ ƚŚĞŶ ܽ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘

/Ĩ ���
՜ஶ

ቤ
ܽାଵ
ܽ

ቤ  ͳ ƚŚĞŶ ܽ

ஶ

ୀଵ

ĚŝǀĞƌŐĞƐ͘

>ŝŬĞ�ĂŶ�ŝŶĨŝŶŝƚĞ�ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ͕�ŝĨ�ƚŚĞ�ƌĂƚŝŽ�ŝƐ�ƐŵĂůůĞƌ�ƚŚĂŶ�ϭ͕�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͕�ĂŶĚ�ǀŝĐĞ�ǀĞƌƐĂ͘

ϭ͘Ϯ͘ϲ��ŽŵƉĂƌŝƐŽŶ�dĞƐƚ
KŶůǇ�ƵƐĞ�ǁŚĞŶ�ƉŽƐŝƚŝǀĞ͘�/Ĩ�Ͳ ൏ ܽ ൏ ܾ

/Ĩ ܾ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͕ܽ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘

/Ĩ ܽ

ஶ

ୀଵ

ĚŝǀĞƌŐĞƐ͕ܾ

ஶ

ୀଵ

ĚŝǀĞƌŐĞƐ͘

/Ĩ�Ă�ůĂƌŐĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͕�ƚŚĞ�ƐŵĂůůĞƌ�ŽŶĞ�ŵƵƐƚ�ĂůƐŽ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ͘
/Ĩ�Ă�ƐŵĂůůĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ͕�ƚŚĞ�ůĂƌŐĞƌ�ŽŶĞ�ŵƵƐƚ�ĂůƐŽ�ĚŝǀĞƌŐĞ͘

ϭ͘Ϯ͘ϳ�>ŝŵŝƚ��ŽŵƉĂƌŝƐŽŶ�dĞƐƚ
KŶůǇ�ƵƐĞ�ǁŚĞŶ�ƉŽƐŝƚŝǀĞ͘

/Ĩ ���
՜ஶ

ܽ
ܾ

 Ͳ ƚŚĞŶ ܽ

ஶ

ୀଵ

̱ܾ

ஶ

ୀଵ

^ŝŶĐĞ�ǁĞ�ŬŶŽǁ�ƚŚĞ�ƌĂƚŝŽ�ďĞƚǁĞĞŶ�ƚŚĞ�ƚǁŽ�ƚĞƌŵƐ�ĞǆŝƐƚ͕�ƚŚĞǇ�ŵƵƐƚ�ďĞŚĂǀĞ�ƐŝŵŝůĂƌůǇ͕�ĂŶĚ�ŽŶůǇ�ĚŝĨĨĞƌ�ďǇ�Ă�
ƌĂƚŝŽ͘�dŚĞǇ�ŵƵƐƚ�ƐŚĂƌĞ�ƚŚĞ�ƐĂŵĞ�ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ͘

ϭ͘Ϯ͘ϴ��ďƐŽůƵƚĞ��ŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�dĞƐƚ



/Ĩ ȁܽȁ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͕ܽ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘

ʹȁܽȁ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘

�Ǉ ĐŽŵƉĂƌŝƐŽŶ͕ ƐŝŶĐĞ Ϭ ф ܽ н ȁܽȁ ൏ ʹȁܽȁǡ ܽ  ȁܽȁ

ஶ

ୀଵ

ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘

^ŝŶĐĞ ܽ  ȁܽȁ

ஶ

сଵ

ĂŶĚ ȁܽȁ

ஶ

ୀଵ

ďŽƚŚ ĐŽŶǀĞƌŐĞ͕ܽ

ь

сϭ

ŵƵƐƚ ĐŽŶǀĞƌŐĞ͘

ϭ͘ϯ�WŽǁĞƌ�^ĞƌŝĞƐ
ϭ͘ϯ͘ϭ��ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ

ܿݔ
ஶ

ୀ

ŝƐ Ă ƉŽǁĞƌ ƐĞƌŝĞƐ ĐĞŶƚĞƌĞĚ Ăƚ ݔ ൌ ͲǤ

 ܿሺݔ െ ܽሻ
ஶ

ୀ

ŝƐ Ă ƉŽǁĞƌ ƐĞƌŝĞƐ ĐĞŶƚĞƌĞĚ Ăƚ ݔ ൌ ܽǤ

ϭ͘ϯ͘Ϯ�'ĞŶĞƌĂů�&Žƌŵ

ݔ
ஶ

ୀ

ൌ ͳ  ݔ  ଶݔ  ଷݔ ڮ

'ĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ͕�ƐŽ�ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�ȁݔȁ ൏ ͳ͘

ܵ ൌ
ͳ

ͳ െ ݔ
�ŽŶĚŝƚŝŽŶƐ͗

�ŽŶǀĞƌŐĞ�ŽǀĞƌ�ĂŶ�ŝŶƚĞƌǀĂůͻ
�ůǁĂǇƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�Ăƚ�ƚŚĞ�ĐĞŶƚƌĞ�ǆсĂͻ
�ŽŶǀĞƌŐĞ�ŽǀĞƌ�Ăůů�ƌĞĂů�ŶƵŵďĞƌƐͻ

ϭ͘ϯ͘ϯ��ǆƚĞŶƐŝŽŶ
^ŝŶĐĞ͗

ͳ

ͳ െ ݔ
ൌ ݔ

ஶ

ୀ

ͳ

ͳ  ݔ
ൌ ሺെݔሻ

ஶ

ୀ

ൌ ሺെͳሻݔ
ஶ

ୀ

ͳ

ͳ  ଶݔ
ൌ ሺെݔଶሻ

ஶ

ୀ

ൌ ሺെͳሻݔଶ
ஶ

ୀ

dŚĞŶ͗
ͳ

ሺͳ െ ሻଶݔ
ൌ

݀

ݔ݀

ͳ

ͳ െ ݔ

ͳ

ሺͳ െ ሻଶݔ
ൌ

݀

ݔ݀
 ݔ
ஶ

ୀ

ͳ

ሺͳ െ ሻଶݔ
ൌ ݊ݔିଵ

ஶ

ୀ

�ŶĚ͗



��ሺͳ  ሻݔ ൌ න
ݔ݀

ͳ  ݔ

��ሺͳ  ሻݔ ൌ නሺെݔሻ
ஶ

ୀ

ݔ݀

��ሺͳ  ሻݔ ൌ 
ሺെͳሻݔାଵ

݊  ͳ

ஶ

ୀ

ൌ 
ሺെͳሻାଵݔ

݊

ஶ

ୀଵ

WůƵƐ͗

���ିଵ ݔ ൌ න
ݔ݀

ͳ  ଶݔ

���ିଵ ݔ ൌ නሺെݔଶሻ
ஶ

ୀ

ݔ݀

���ିଵ ݔ ൌ 
ሺെͳሻݔଶାଵ

ʹ݊  ͳ

ஶ

ୀ

ϭ͘ϰ�dĂǇůŽƌ�ĂŶĚ�DĂĐ>ĂƵƌŝŶ�^ĞƌŝĞƐ
ϭ͘ϰ͘ϭ�DĂĐ>ĂƵƌŝŶ�^ĞƌŝĞƐ

݂ሺݔሻ ൌ 
݂ሺͲሻݔ

݇Ǩ

ஶ

ୀ

ൌ ݂ሺͲሻ  ݂ᇱሺͲሻݔ 
݂ᇱᇱሺͲሻݔଶ

ʹ

݂ᇱᇱᇱሺͲሻݔଷ

͵Ǩ
 ڮ

ϭ͘ϰ͘Ϯ�dĂǇůŽƌ�^ĞƌŝĞƐ

݂ሺݔሻ ൌ 
݂ሺܽሻሺݔ െ ܽሻ

݇Ǩ

ஶ

ୀ

ൌ ݂ሺܽሻ  ݂ᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻ 
݂ᇱᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻଶ

ʹ

݂ᇱᇱᇱሺܽሻሺݔ െ ܽሻଷ

͵Ǩ
 ڮ

ϭ͘ϱ��ŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�;ĨŽƌ�WŽǁĞƌ�^ĞƌŝĞƐͿ
ϭ͘ϱ͘ϭ�ZĂĚŝƵƐ�ŽĨ��ŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ
tŚĞŶ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ�ďĞůŽǁ�Z�ĂŶĚ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ�ĂďŽǀĞ�Z͕�Z�ŝƐ�ƚŚĞ�ƌĂĚŝƵƐ�ŽĨ�ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ
ϭ͘ϱ͘Ϯ�/ŶƚĞƌǀĂů�ŽĨ��ŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ
dŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ŽĨ�ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�ŝƐ�ďĞƚǁĞĞŶ�ĂͲZ�ĂŶĚ�ĂнZ͘

ϭ͘ϲ��ƌƌŽƌ��ŽƵŶĚƐ
ϭ͘ϲ͘ϭ��ůƚĞƌŶĂƚŝŶŐ�^ĞƌŝĞƐ��ŽƵŶĚ
&Žƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ƚŚĂƚ�ĂƌĞ�ĂůƚĞƌŶĂƚŝŶŐ�ĂŶĚ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�;ƐĞĞ�ϭ͘Ϯ͘ϰͿ

ȁܵ െ ܵȁ  ܽାଵ
tŚĞƌĞ�ܵ ŝƐ�ƚŚĞ�ƉĂƌƚŝĂů�ƐƵŵ͕�ĂŶĚ�ܽାଵ ŝƐ�ƚŚĞ�ŶĞǆƚ�ƚĞƌŵ͘
ϭ͘ϲ͘Ϯ�>ĂŐƌĂŶŐĞ��ƌƌŽƌ��ŽƵŶĚ
&Žƌ�ĂŶǇ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞĚ�ƵƐŝŶŐ�ĂŶ�ŶƚŚ ĚĞŐƌĞĞ�dĂǇůŽƌ�ƐĞƌŝĞƐ�;ƐĞĞ�ϭ͘ϰ͘ϮͿ

ȁ݂ሺܾሻ െ ܲሺܾሻȁ ൏
ܯ

ሺ݊  ͳሻǨ
ȁܾ െ ܽȁାଵ

tŚĞƌĞ�D�ŝƐ�ƚŚĞ�ŵĂǆŝŵƵŵ�ǀĂůƵĞ�ŽĨ�݂ାଵሺݖሻǡ ܽ  ݖ  ܾ͕�ĨŽƌ�Ă�dĂǇůŽƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐĞŶƚĞƌĞĚ�ĂƌŽƵŶĚݔ� ൌ ܽ͘



Ϯ͘ϭ�WĂƌĂŵĞƚƌŝĐ�&ƵŶĐƚŝŽŶƐ
Ϯ͘ϭ͘ϭ��ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ
WĂƌĂŵĞƚƌŝĐ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ�ĂƌĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ�ƚŚĂƚ�ĚĞƐĐƌŝďĞ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ĂƐ�Ă�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŽĨ�ĂŶŽƚŚĞƌ�ǀĂƌŝĂďůĞ͘

ݔ ൌ ݂ሺݐሻ
ݕ ൌ ݃ሺݐሻ
ܽ  ݐ  ܾ

ݐ ŝƐ�Ă�ƉĂƌĂŵĞƚĞƌ͕�ܽ ŝƐ�ƚŚĞ�ŝŶŝƚŝĂů�ƉŽŝŶƚ͕�ܾ ŝƐ�ƚŚĞ�ƚĞƌŵŝŶĂů�ƉŽŝŶƚ͘
Ϯ͘ϭ͘Ϯ��ŽŶǀĞƌƐŝŽŶ
�ŽŶǀĞƌƚ�ďĞƚǁĞĞŶ��ĂƌƚĞƐŝĂŶ�ĂŶĚ�WĂƌĂŵĞƚƌŝĐ�ďǇ�ĞůŝŵŝŶĂƚŝŶŐ�ƚŚĞ�ǀĂƌŝĂďůĞݐ� ƚŚƌŽƵŐŚ�ƐƵďƐƚŝƚƵƚŝŽŶ͘
Ϯ͘ϭ͘ϯ��ĂůĐƵůƵƐ

ݕ݀

ݔ݀
ൌ
ݕ݀

ݐ݀
ȉ
ݐ݀

ݔ݀
ݔ݀

ݐ݀
് Ͳ

��ƉĂƌĂŵĞƚƌŝĐ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŽŶůǇ�ŚĂƐ�Ă�ĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞ�ǁŚĞŶ�ďŽƚŚ�ǆ�ĂŶĚ�Ǉ�ŚĂǀĞ�ĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞƐ͘

Ϯ͘Ϯ�sĞĐƚŽƌ�&ƵŶĐƚŝŽŶƐ
dŚŝŶŬ�ƉŚǇƐŝĐƐ͘
Ϯ͘Ϯ͘ϭ��ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ
^ŝŵŝůĂƌ�ƚŽ�ƉĂƌĂŵĞƚƌŝĐ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ͕�ǀĞĐƚŽƌ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ�ĚĞƐĐƌŝďĞ�Ă�ƚƌĂũĞĐƚŽƌǇ�ƵƐŝŶŐ�ƚǁŽ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ͘

ሻݐሺݏ ൌ ሻǡݐሺݔۦ ሻۧݐሺݕ
ሻݐሺݏ ൌ ሻଓƸݐሺݔ  ሻଔƸݐሺݕ

Ϯ͘Ϯ͘Ϯ��ĂůĐƵůƵƐ
sĞůŽĐŝƚǇ

ሻݐᇱሺݏ ൌ ሻݐሺݒ
�ĐĐĞůĞƌĂƚŝŽŶ

ሻݐᇱᇱሺݏ ൌ ܽሺݐሻ
^ƉĞĞĚ�;ŵĂŐŶŝƚƵĚĞ�ŽĨ�ǀĞůŽĐŝƚǇͿ

ሻݐറሺݒ ൌ ඨቆ
ݔ݀

ݐ݀
ቇ

ଶ

 ቆ
ݕ݀

ݐ݀
ቇ

ଶ

Ϯ͘ϯ�WŽůĂƌ�&ƵŶĐƚŝŽŶƐ
^ĞĞ��ƉƉĞŶĚŝǆ�ϭ�ĨŽƌ�ŐƌĂƉŚƐ͘
Ϯ͘ϯ͘ϭ��ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ
WŽůĂƌ�ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞƐ�ሺݎǡ ሻߠ
WŽůĂƌ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐݎ� ൌ ݂ሺߠሻ

Ϯ͘ϯ͘Ϯ��ŽŶǀĞƌƐŝŽŶ
ݕ ൌ ݎ ��� ߠ
ݔ ൌ ݎ ��� ߠ

Ϯ͘ϯ͘ϯ��ĂůĐƵůƵƐ
^ůŽƉĞ�ŽĨ�ƚĂŶŐĞŶƚ

ݕ݀

ݔ݀
ൌ
Ԣݕ

Ԣݔ
ൌ
ሺݎ ��� ሻᇱߠ

ሺݎ ��� ሻᇱߠ

�ƌĞĂ�ŽĨ�Ă�ƌĞŐŝŽŶ
ఉ ఉ

Ϯ�EŽŶͲ�ĂƌƚĞƐŝĂŶ�&ƵŶĐƚŝŽŶƐ
DŽŶĚĂǇ͕�:ƵůǇ�ϮϬ͕�ϮϬϮϬ ϭϲ͗Ϭϲ



ܣ ൌ න
ͳ

ʹ
ߠଶ݀ݎ

ఉ

ఏୀఈ

ൌ න
ͳ

ʹ
݂ଶሺߠሻ݀ߠ

ఉ

ఏୀఈ

�ƌĞĂ�ďĞƚǁĞĞŶ�ĐƵƌǀĞƐ

ܣ ൌ න
ͳ

ʹ
ሺݎଵ

ଶ െ ଶݎ
ଶሻ݀ߠ

ఉ

ఏୀఈ



ϯ͘ϭ�>ŝŵŝƚƐ�ĂŶĚ�>Ζ,ƀƉŝƚĂůΖƐ�ZƵůĞ
ϯ͘ϭ͘ϭ�>ŝŵŝƚƐ��ǀĂůƵĂƚĞĚ�ĂƐ�Ă��ĞƌŝǀĂƚŝǀĞ
^ĞĞ��ĂůĐƵůƵƐ����ϰ͘Ϭ͘

݂Ԣሺݔሻ ൌ ���
՜

݂ሺݔ  ݄ሻ െ ݂ሺݔሻ

݄

݂ᇱሺܽሻ ൌ ���
՜

݂ሺܽ  ݄ሻ െ ݂ሺܽሻ

݄

݂Ԣሺܽሻ ൌ ���
௫՜

݂ሺݔሻ െ ݂ሺܽሻ

ݔ െ ܽ

ϯ͘ϭ͘Ϯ�>ŝŵŝƚƐ��ǀĂůƵĂƚĞĚ�ƵƐŝŶŐ�>Ζ,ƀƉŝƚĂůΖƐ�ZƵůĞ
^ĞĞ��ĂůĐƵůƵƐ����ϱ͘ϳ͘
tŚĞŶ�



���
௫՜

݂ሺݔሻ

݃ሺݔሻ
ൌ ���

௫՜

݂Ԣሺݔሻ

݃Ԣሺݔሻ

tŚĞŶ�ஶ
ஶ

݂

݃
ൌ
ͳ

݃
ȉ
݂

ͳ
ൌ

ଵ


ଵ


tŚĞŶ�λ ȉ Ͳ

݂ ȉ ݃ ൌ
݃
ଵ


tŚĞŶ�λെλ
dŚĞƐĞ�ŽĨƚĞŶ�ĂƉƉĞĂƌ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵ�ŽĨ�Ă�ĨƌĂĐƚŝŽŶ͕�ǁŚĞƌĞ�ƚŚĞ�ĚĞŶŽŵŝŶĂƚŽƌ�ĂƉƉƌŽĂĐŚĞƐ�Ϭ͘
dƌǇ�ŵƵůƚŝƉůǇŝŶŐ�ƚŚĞ�ĚĞŶŽŵŝŶĂƚŽƌƐ�ƚŽŐĞƚŚĞƌ�ĂŶĚ�ĨŽƌŵ�ŽŶĞ�ĨƌĂĐƚŝŽŶ͘
ͳ

݂
െ
ͳ

݃
ൌ
݃ െ ݂

݂݃
tŚĞŶ�ĂŶ�ĞǆƉŽŶĞŶƚ�ĞǆŝƐƚƐ

dƌǇ�ƚĂŬŝŶŐ�ƚŚĞ�ůŽŐĂƌŝƚŚŵ�ŽĨ�ďŽƚŚ�ƐŝĚĞƐ͘�/ƚ�ƐŚŽƵůĚ�ƐŝŵƉůŝĨǇ�ƚŽ�ƚŚĞ�ĂďŽǀĞ�ƐĐĞŶĂƌŝŽƐ͘

ϯ͘Ϯ�>ŽŐŝƐƚŝĐ�ĂŶĚ��ǆƉŽŶĞŶƚŝĂů�'ƌŽǁƚŚ
ϯ͘Ϯ͘ϭ��ǆƉŽŶĞŶƚŝĂů�'ƌŽǁƚŚ
tŚĞƌĞ�ƚŚĞ�ŐƌŽǁƚŚ�ŝƐ�ĚĞƉĞŶĚĞŶƚ�ŽŶ�ƚŚĞ�ƋƵĂŶƚŝƚǇ
ŝ͘Ğ͘�ƚŚĞ�ĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞ�ŝƐ�ďĂƐĞĚ�ƵƉŽŶ�ƚŚĞ�ŽƌŝŐŝŶĂů�ĨƵŶĐƚŝŽŶ

݀ܲ

ݐ݀
ൌ ݇ܲ

න
ͳ

݇ܲ
݀ܲ ൌ න݀ݐ

��ȁܲȁ ൌ ݐ݇  ܿ
ܲ ൌ ݁݁௧

ܲ ൌ ௧݁ܥ

ϯ͘Ϯ͘Ϯ�>ŽŐŝƐƚŝĐ�'ƌŽǁƚŚ
tŚĞƌĞ�ƚŚĞ�ĐƵƌǀĞ�ƌĞĂĐŚĞƐ�Ă�ŵĂǆŝŵƵŵ
ŝ͘Ğ͘�^ŝŐŵŽŝĚ�ĐƵƌǀĞ

ϯ�^ƵƉƉůĞŵĞŶƚĂů��ŽŶĐĞƉƚƐ
dƵĞƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�Ϯϭ͕�ϮϬϮϬ ϭϯ͗ϭϯ



݀ܲ

ݐ݀
ൌ ݇ܲ ቆͳ െ

ܲ

ܯ
ቇ

݀ܲ

ݐ݀
ൌ ݇ ቆ

ܯ െ ܲ

ܯ
ቇܲ

න
ͳ

ܲሺܯ െ ܲሻ
݀ܲ ൌ

݇

ܯ
න݀ݐ

��ȁܲȁ  ��ȁܲ െ ȁܯ ൌ ݐ݇  ܿ
ܲ

ܲ ܯ
ൌ ௧݁ܥ

ͳ 
ܯ

ܲ
ൌ ௧ି݁ܥ

ܯ

ܲ
ൌ ͳ  ௧ି݁ܥ

ܲ ൌ
௧݁ܥܯ

௧݁ܥ  ͳ

ܲ ൌ
ܯ

ͳ  ௧ି݁ܥ

ϯ͘ϯ��ƵůĞƌΖƐ�DĞƚŚŽĚ
/ƚĞƌĂƚŝǀĞ�ŵĞƚŚŽĚ�ƚŽ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞ�Ă�ǀĂůƵĞ͕�ŐŝǀĞŶ�Ă�ĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ

ሺܽሻݕ ൌ ܾ

ሺܽܧ  ȟݔሻ ൌ ܾ 
ݕ݀

ݔ݀
ቤ


ȟݔ

ሺܽܧ  ʹȟݔሻ ൌ ܾ 
ݕ݀

ݔ݀
ቤ


ȟݔ 
ݕ݀

ݔ݀
ቤ
ା௫

ȟݔ

ሺܽܧ  ݊ȟݔሻ ൌ ܾ 
ݕ݀

ݔ݀
ቤ
ାሺିଵሻ௫

ȟݔ



ୀଵ

ϯ͘ϰ�>ĞŶŐƚŚ�ŽĨ�Ă�&ƵŶĐƚŝŽŶ
ϯ͘ϰ͘ϭ��ƌĐ�>ĞŶŐƚŚ�ŽĨ�Ă��ĂƌƚĞƐŝĂŶ�&ƵŶĐƚŝŽŶ

ݕ ൌ ݂ሺݔሻ

ܮ ൌ ඥሺȟݔሻଶ  ሺȟݕሻଶ

ܮ ൌඥሺݔ߂ሻଶ  ሺݕ߂ሻଶ

ܮ ൌ නඥሺ݀ݔሻଶ  ሺ݀ݕሻଶ

ܮ ൌ නඨ
ሺ݀ݔሻଶ  ሺ݀ݕሻଶ

ሺ݀ݔሻଶ
ݔ݀

ܮ ൌ නඨͳ  ቆ
ݕ݀

ݔ݀
ቇ

ଶ

ݔ݀





ϯ͘ϰ͘Ϯ��ƌĐ�>ĞŶŐƚŚ�ŽĨ�Ă�WĂƌĂŵĞƚƌŝĐ��ƵƌǀĞ

ܮ ൌ නඥሺ݀ݔሻଶ  ሺ݀ݕሻଶ

ܮ ൌ නඨ
ሺ݀ݔሻଶ  ሺ݀ݕሻଶ

ሺ݀ݐሻଶ
ݐ݀



ܮ ൌ නඨቆ
ݔ݀

ݐ݀
ቇ

ଶ

 ቆ
ݕ݀

ݐ݀
ቇ

ଶ

ݐ݀





ϯ͘ϰ͘ϯ��ƌĐ�>ĞŶŐƚŚ�ŽĨ�Ă�WŽůĂƌ��ƵƌǀĞ

ܮ ൌ නඥሺ݀ݔሻଶ  ሺ݀ݕሻଶ

ܮ ൌ නඨ
ሺ݀ݔሻଶ  ሺ݀ݕሻଶ

ሺ݀ߠሻଶ
ߠ݀

ܮ ൌ නඨቆ
ݔ݀

ߠ݀
ቇ

ଶ

 ቆ
ݕ݀

ߠ݀
ቇ

ଶ

ݐ݀





ܮ ൌ න ට൫ሺݎ ��� ሻᇱ൯ߠ
ଶ
 ൫ሺݎ ��� ሻᇱ൯ߠ

ଶ
ݐ݀



ఏୀ



ϰ͘ϭ�/ŵƉƌŽƉĞƌ�/ŶƚĞŐƌĂůƐ
/ŶƚĞŐƌĂůƐ�ǁŚŝĐŚ�ŝŶǀŽůǀĞ�λ͘

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ



ൌ ���
՜ஶ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ




ൌ ���
՜ஶ

ሻቚݔሺܨ




ൌ ���
՜ஶ

ሺܾሻܨ െ ሺܽሻܨ

ϰ͘Ϯ�/ŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ�ďǇ�WĂƌƚƐ
ϰ͘Ϯ͘ϭ�ZĞǀĞƌƐĞ�WƌŽĚƵĐƚ�ZƵůĞ

ሺݒݑሻᇱ ൌ ݒᇱݑ  ݑᇱݒ
݀ሺݒݑሻ ൌ ݒ݀ݑ  ݑ݀ݒ

න݀ሺݒݑሻ ൌ නݒ݀ݑ  නݑ݀ݒ

නݒ݀ݑ ൌ ݒݑ െ නݑ݀ݒ

ϰ͘Ϯ͘Ϯ�dĂďƵůĂƌ�/ŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ�ďǇ�WĂƌƚƐ
�ůƐŽ�ĐĂůůĞĚ�ƚŚĞ�dŝĐ�dĂĐ�dŽĞ�ŵĞƚŚŽĚ

න݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ

݂ሺݔሻ ݃ሺݔሻ

݂ᇱሺݔሻ
න݃ሺݔሻ݀ݔ



݂ᇱᇱሺݔሻ
ඵ݃ሺݔሻ݀ݔϮ

о

ڭ
ම݃ሺݔሻ݀ݔϯ



Ͳ ڭ ڭ

න݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ ൌ ݂ሺݔሻන݃ሺݔሻ݀ݔ െ ݂ᇱሺݔሻඵ݃ሺݔሻ݀ݔϮ  ݂ᇱᇱሺݔሻම݃ሺݔሻ݀ݔϯ െڮ ܥ

dŝƉƐ͗
�ŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂƚĞ�ŝŶ�ƚŚŝƐ�ŽƌĚĞƌ͗

>ŽŐĂƌŝƚŚŵƐĂ͘
/ŶǀĞƌƐĞ�ƚƌŝŐŽŶŽŵĞƚƌŝĐ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐď͘
WŽǁĞƌ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐĐ͘
dƌŝŐŽŶŽŵĞƚƌŝĐ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐĚ͘
�ǆƉŽŶĞŶƚŝĂůƐĞ͘

ϭ͘

/ŶƚĞŐƌĂƚĞ�ǁŚĂƚ�ǇŽƵ�ĐĂŶ͘��ŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂƚĞ�ƚŚĞ�ƌĞƐƚ͘Ϯ͘

ϰ�/ŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ�dĞĐŚŶŝƋƵĞƐ
dƵĞƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�Ϯϭ͕�ϮϬϮϬ ϭϱ͗ϭϲ



/Ĩ�ŶŽƚŚŝŶŐ�ĞůƐĞ�ǁŽƌŬƐ͕�ƚƌǇ�ŝŶƚĞŐƌĂƚŝŶŐ�ϭ͘ϯ͘

ϰ͘ϯ�WĂƌƚŝĂů�&ƌĂĐƚŝŽŶƐ
^ŝŶĐĞ

ܣ

ݔ  ܽ


ܤ

ݔ  ܾ
ൌ
ݔሺܣ  ܾሻ  ݔሺܤ  ܽሻ

ሺݔ  ܽሻሺݔ  ܾሻ
dŚĞŶ

ሺܣ  ݔሻܤ  ܾܣ  ܽܤ

ଶݔ  ሺܽ  ܾሻݔ  ܾܽ
ൌ

ܣ

ݔ  ܽ


ܤ

ݔ  ܾ
�ŶĚ�ƚŚƵƐ

න
ݔܥ  ܦ

ଶݔ  ሺܽ  ܾሻݔ  ܾܽ
ݔ݀ ൌ නቆ

ܣ

ݔ  ܽ


ܤ

ݔ  ܾ
ቇ݀ݔ

tŚĞƌĞ
ݔሺܣ  ܾሻ  ݔሺܤ  ܽሻ ൌ ݔܥ  ܦ
ሺܣ  ݔሻܤ  ܾܣ  ܽܤ ൌ ݔܥ  ܦ

 ቊ
ܣ  ܤ ൌ ܥ

ܾܣ  ܽܤ ൌ ܦ



/�ƐƚƵĚŝĞĚ�ƚŚĞ��W��ĂůĐƵůƵƐ����ŝŶ�ŵǇ�ŐƌĂĚĞ�ϭϭ�ǇĞĂƌ͕�ĂŶĚ�ŚĂǀĞ�ĨŽƌƚƵŶĂƚĞůǇ�ŐŽƚƚĞŶ�Ă�ϱ�ŽŶ�ƚŚĞ�ĞǆĂŵ͘�>ŽŽŬŝŶŐ�
ďĂĐŬ͕�ŝƚ�ǁĂƐ�ŶŽƚ�ĨŽƌƚƵŶĞ͕�Žƌ�ŝŶŶĂƚĞ�ŬŶŽǁůĞĚŐĞ͕�Žƌ�ŚĂƌĚ�ǁŽƌŬ�ƚŚĂƚ�ŐŽƚ�ŵĞ�ƐƵĐŚ�ƌĞƐƵůƚƐ͖�ƚŚĞ�ĚŝĨĨŝĐƵůƚǇ�ŽĨ�
�ĂůĐƵůƵƐ����ĂƐ�ĐŽŵƉĂƌĞĚ�ƚŽ����ǁĂƐ�ƐŝŵƉůǇ�ŶŽƚ�ǁŝĚĞ�ĞŶŽƵŐŚ͕�ĂŶĚ�ĂƐ�ƐƵĐŚ͕�ĂŶǇďŽĚǇ�ǁŚŽ�ŝƐ�ĐŽŶĨŝĚĞŶƚ�
ĞŶŽƵŐŚ�ƚŽ�ƚĂŬĞ�ƚŚĞ�ĐŽƵƌƐĞ�ǁŝůů�ĂůŵŽƐƚ�ĂůǁĂǇƐ�ďĞ�ĂďůĞ�ƚŽ�ŐƌĂƐƉ�ƚŚĞ�ŵĂƚĞƌŝĂů͘

KƚŚĞƌ�ƚŚĂŶ�ŵǇ�ŽǁŶ�ŽƉŝŶŝŽŶ͕�ƚŚĞƌĞ�ŝƐ�ŽƚŚĞƌ�ĞǀŝĚĞŶĐĞ�ƚŚĂƚ�ƐƵŐŐĞƐƚƐ�ƚŚĞ�ĚŝĨĨŝĐƵůƚǇ�ŽĨ��ĂůĐƵůƵƐ����ďĞŝŶŐ�
ƐůŝŐŚƚůǇ�ƚŽŽ�ůŽǁ͘�DǇ�ĨĞůůŽǁ�ϭϭƚŚ�ŐƌĂĚĞ�ĐůĂƐƐŵĂƚĞƐ͕�>ĂƌƌǇ�zƵ�ĂŶĚ��ŚƌŝƐƚŝĂŶ�dƵƌƉŝŶ͕�ŝŶ�ƚŚĞŝƌ�ƐĞŶŝŽƌ�ǇĞĂƌ͕�
ŚĂǀĞ�ĚĞĐŝĚĞĚ�ƚŽ�ƚĂŬĞ�D�d,�ϮϬϬ�Ăƚ�ƚŚĞ�hŶŝǀĞƌƐŝƚǇ�ŽĨ�sŝĐƚŽƌŝĂ͘�KŶ�ƚŚĞ�ƌͬ�W^ƚƵĚĞŶƚƐ�ƐƵďƌĞĚĚŝƚ͕�ŝƚ�ŝƐ�Ă�
ĐŽŵŵŽŶ�ŽĐĐƵƌƌĞŶĐĞ�ƚŽ�ƐĞĞ�ƐƚƵĚĞŶƚƐ�ĚƌĂĨƚŝŶŐ�ƐĐŽƌĞƐ�ĨŽƌ�ŝŵĂŐŝŶĂƌǇ�ĐŽƵƌƐĞƐ͗�ϱƐ�ĨŽƌ��W�DŝŶĞĐƌĂĨƚ͕�ϲƐ�ĨŽƌ��W�
WƌŽĐƌĂƐƚŝŶĂƚŝŽŶ͕�ĂŶĚ�ŝŶƚĞƌĞƐƚŝŶŐůǇ͕�ŵĂŶǇ�ŽĨ�ǁŚŝĐŚ�ŝŶĐůƵĚĞĚ�ĂŶ��W��ĂůĐƵůƵƐ����ĐŽƵƌƐĞ͘�dŚŝƐ�ƉŚĞŶŽŵĞŶŽŶ�
ŝŶĚŝĐĂƚĞƐ�ƚŚĞ�ƐƚƵĚĞŶƚƐΖ�ǁŝƐŚĞƐ�ƚŽ�ĞƐƚĂďůŝƐŚ�Ă�ŵŽƌĞ�ĚŝĨĨŝĐƵůƚ�ĐŽƵƌƐĞ�ĨŽƌ�ĐĂůĐƵůƵƐ͕�ŽŶĞ�ƚŚĂƚ�ŵĂǇďĞ�
ĞŶĐŽŵƉĂƐƐĞƐ�ƚŚĞ�ŵĂƚĞƌŝĂů�ĨƌŽŵ�D�d,�ϮϬϬ�ĐŽƵƌƐĞƐ͕�Žƌ�ŝŶƚƌŽĚƵĐĞ�ƉƌŽŽĨƐ�ƵƐŝŶŐ�ĞƉƐŝůŽŶ�ŶŽƚĂƚŝŽŶ͘

,ŽǁĞǀĞƌ͕�ŶŽ�ŵĂƚƚĞƌ�ŚŽǁ�ĞĂƐǇ�ĨŽƌ�ŵĞ�ƚŚŝƐ�ĐŽƵƌƐĞ�ǁĂƐ͕�/�ĂďƐŽůƵƚĞůǇ�ĚŽ�ŶŽƚ�ƌĞŐƌĞƚ�ůĞĂƌŶŝŶŐ�Ăůů�ĂďŽƵƚ�
ĐĂůĐƵůƵƐ�ďĞĨŽƌĞ�ĞŶƚĞƌŝŶŐ�ƵŶŝǀĞƌƐŝƚǇ͘�tŝƚŚ�ƚŚĞƐĞ�ŶŽƚĞƐ�ƚŚĂƚ�/�Ăŵ�ĐƵƌƌĞŶƚůǇ�ĨŝŶŝƐŚŝŶŐ�ƵƉ͕�/�ŚŽƉĞ�ǇŽƵ͕�ŵǇ�
ƌĞĂĚĞƌ͕�ŐĂŝŶ�Ă�ƉĂƐƐŝŽŶ�ĨŽƌ�ƐƚƵĚǇŝŶŐ�ĐĂůĐƵůƵƐ�ŝŶ�ŚŝŐŚ�ƐĐŚŽŽů͕�Žƌ�ŝĨ�ǇŽƵ�ĂƌĞ�ůŽŽŬŝŶŐ�ďĂĐŬ�Ăƚ�ƚŚŝƐ�ĚŽĐƵŵĞŶƚ�ĨŽƌ�
ƌĞǀŝƐŝŽŶ͕�ŐŽŽĚ�ůƵĐŬ�ŽŶ�ǇŽƵƌ�ĞǆĂŵƐ͘

�ŽƌŝƐ�>ŝ
Ϯϭ�:ƵůǇ͕�ϮϬϮϬ

�ŽŶĐůƵƐŝŽŶ
dƵĞƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�Ϯϭ͕�ϮϬϮϬ ϭϱ͗ϱϲ



^ƉĞĐŝĂů�WŽůĂƌ�'ƌĂƉŚƐ
^ŝŵƉůĞ
ZĞĚ
�ŝƌĐůĞ�ǁŝƚŚ�ĚŝĂŵĞƚĞƌ�Ă͕�ƌŝŐŚƚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ŽƌŝŐŝŶ͘

ݎ ൌ ܽ ��� ߠ
Ͳ  ߠ  ߨ

WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗
ݎ ൌ ͷ ��� ߠ

KƌĂŶŐĞ
�ŝƌĐůĞ�ǁŝƚŚ�ĚŝĂŵĞƚĞƌ�Ă͕�ĂďŽǀĞ�ƚŚĞ�ŽƌŝŐŝŶ͘

ݎ ൌ ܽ ��� ߠ
Ͳ  ߠ  ߨ

WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗
ݎ ൌ ͷ ��� ߠ

�ůƵĞ
�ŶƚŝĐůŽĐŬǁŝƐĞ�ƐƉŝƌĂů͕�ĞǆƉĂŶĚƐ�ܽ ĞǀĞƌǇ�͵Ͳι͘

ݎ ൌ
ܽ

ߨʹ
ߠ

ߠ  Ͳ
WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗

ݎ ൌ ߠ

'ƌĞĞŶ
sĞƌƚŝĐĂů�ůŝŶĞ�Ăƚ�Ă͘

ݎ ൌ
ܽ

��� ߠ

െ
ߨ

ʹ
 ߠ 

ߨ

ʹ
WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗

ݎ ൌ
ͷ

��� ߠ

>ŝŵĂĕŽŶƐ
ZĞĚ
/ŶŶĞƌͲůŽŽƉ�ůŝŵĂĕŽŶ͘
/ŶŶĞƌ�ĚŝĂŵĞƚĞƌΎ�ܾ െ ܽ
KƵƚĞƌ�ĚŝĂŵĞƚĞƌΎ�ܾ  ܽ

ݎ ൌ ܽ േ ܾ ��� ߠ

ฬ
ܽ

ܾ
ฬ ൏ ͳ

Ͳ  ߠ  ߨʹ
WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗

ݎ ൌ ͵  ͷ ��� ߠ

KƌĂŶŐĞ
�ĂƌĚŝŽĚ�ǁŝƚŚ�ĚŝĂŵĞƚĞƌΎ�ʹܾ͘

ݎ ൌ ܽ േ ܾ ��� ߠ

ฬ
ܽ

ܾ
ฬ ൌ ͳ

Ͳ  ߠ  ߨʹ
WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗

ݎ ൌ ͷ  ͷ ��� ߠ

�ůƵĞ

�ƉƉĞŶĚŝǆ�ϭ�WŽůĂƌ�'ƌĂƉŚƐ
DŽŶĚĂǇ͕�:ƵůǇ�ϮϬ͕�ϮϬϮϬ ϭϳ͗ϭϮ



WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗
ݎ ൌ ͷ  ͷ ��� ߠ

�ůƵĞ
KŶĞͲůŽŽƉ�ůŝŵĂĕŽŶ͕�ĐŽŶǀĞǆ�ĨƌŽŵ�ŽƌŝŐŝŶ͘
DŝŶŽƌ�ƌĂĚŝƵƐΎ�ܽ െ ܾ
DĂũŽƌ�ƌĂĚŝƵƐΎ�ܽ  ܾ

ݎ ൌ ܽ േ ܾ ��� ߠ

ͳ ൏ ฬ
ܽ

ܾ
ฬ ൏ ʹ

Ͳ  ߠ  ߨʹ
WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗

ݎ ൌ   ͷ ��� ߠ

'ƌĞĞŶ
KŶĞͲůŽŽƉ�ůŝŵĂĕŽŶ͕�ĐŽŶĐĂǀĞ�ĨƌŽŵ�ŽƌŝŐŝŶ͘
DŝŶŽƌ�ƌĂĚŝƵƐΎ�ܽ െ ܾ
DĂũŽƌ�ƌĂĚŝƵƐΎ�ܽ  ܾ

ݎ ൌ ܽ േ ܾ ��� ߠ

ฬ
ܽ

ܾ
ฬ  ʹ

Ͳ  ߠ  ߨʹ
WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗

ݎ ൌ ͳͳ  ͷ ��� ߠ

ΎEŽƚ�ƉƌŽƉĞƌ�ƚĞƌŵƐ

ZŽƐĞƐ
ZĞĚ
ZŽƐĞ�ǁŝƚŚ�ʹ݊ ƉĞƚĂůƐ�ĂŶĚ�ƉĞƚĂů�ůĞŶŐƚŚ�ŽĨ�ܽ͘

ݎ ൌ ܽ ��� ߠ݊
݊

ʹ
א Ժ

Ͳ  ߠ  ߨʹ
WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗

ݎ ൌ ʹ ��� ߠʹ

�ůƵĞ
ZŽƐĞ�ǁŝƚŚ�݊ ƉĞƚĂůƐ�ĂŶĚ�ƉĞƚĂů�ůĞŶŐƚŚ�ŽĨ�ܽ͘

ݎ ൌ ܽ ��� ߠ݊
݊

ʹ
 ͳ א Ժ

Ͳ  ߠ  ߨ
WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗

ݎ ൌ ͵ ��� ߠ͵

'ƌĞĞŶ
>ĞŵŶŝƐĐĂƚĞ�ǁŝƚŚ�ƉĞƚĂů�ůĞŶŐƚŚ�ŽĨ�ܽ͘

ݎ ൌ ܽξ��� ߠ݊
Ͳ  ߠ  ߨʹ

WŝĐƚƵƌĞĚ�ŝŶ�ŐƌĂƉŚ͗
ݎ ൌ Ͷξ��� ߠʹ

Ύ&ƌĂĐƚŝŽŶĂů�Ŷ�ŝƐ�ĚĞĨŝŶŝƚĞůǇ�ƉŽƐƐŝďůĞ͕�ďƵƚ�ĂƌĞ�ŶŽƚ�
ĚŝƐĐƵƐƐĞĚ�ŝŶ��ĂůĐƵůƵƐ���͘�/Ŷ�ĨĂĐƚ͕�Ă�ƌŽƐĞ�ǁŝůů�ŚĂǀĞ�
ĨŝŶŝƚĞ�ƉĞƚĂůƐ�ŝĨĨ�Ŷ�ŝƐ�Ă�ƌĂƚŝŽŶĂů�ŶƵŵďĞƌ͘



dƌŝŐŽŶŽŵĞƚƌŝĐ�&ƵŶĐƚŝŽŶƐ
dĂŶŐĞŶƚ

න��� ݔ ݔ݀ ൌ න
��� ݔ

��� ݔ
ݔ݀

ݑ ൌ ��� ݔ
ݑ݀ ൌ െ��� ݔ ݔ݀

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ නെ
ݑ݀

ݑ

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ െ ��ȁݑȁ  ܥ

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ െ ��ȁ��� ȁݔ  ܥ

�ŽƚĂŶŐĞŶƚ

න��� ݔ ݔ݀ ൌ න
��� ݔ

��� ݔ
ݔ݀

ݑ ൌ ��� ݔ
ݑ݀ ൌ ��� ݔ ݔ݀

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ න
ݑ݀

ݑ

න��� ݔ ݔ݀ ൌ ��ȁݑȁ  ܥ

න��� ݔ ݔ݀ ൌ ��ȁ��� ȁݔ  ܥ

^ĞĐĂŶƚ

න��� ݔ ݔ݀ ൌ න��� ݔ
��� ݔ  ��� ݔ

��� ݔ  ��� ݔ
ݔ݀

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ න
���ଶ ݔ  ��� ݔ ��� ݔ

��� ݔ  ��� ݔ
ݔ݀

ݑ ൌ ��� ݔ  ��� ݔ
ݑ݀ ൌ ሺ��� ݔ ��� ݔ  ���ଶ ݔሻ݀ݔ

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ න
ݑ݀

ݑ

න��� ݔ ݔ݀ ൌ ��ȁݑȁ  ܥ

න��� ݔ ݔ݀ ൌ ��ȁ��� ݔ  ��� ȁݔ  ܥ

�ŽƐĞĐĂŶƚ

�ƉƉĞŶĚŝǆ�Ϯ�/ŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ�WƌŽŽĨƐ
dƵĞƐĚĂǇ͕�:ƵůǇ�Ϯϭ͕�ϮϬϮϬ ϭϲ͗ϭϴ



න��� ݔ ݔ݀ ൌ න��� ݔ
��� ݔ  ��� ݔ

��� ݔ  ��� ݔ
ݔ݀

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ න
���ଶ ݔ  ��� ݔ ��� ݔ

��� ݔ  ��� ݔ
ݔ݀

ݑ ൌ ��� ݔ  ��� ݔ
ݑ݀ ൌ ሺെ ��� ݔ ��� ݔ െ ���ଶ ݔሻ݀ݔ

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ නെ
ݑ݀

ݑ

න��� ݔ ݔ݀ ൌ െ ��ȁݑȁ  ܥ

න��� ݔ ݔ݀ ൌ െ ��ȁ��� ݔ  ��� ȁݔ  ܥ

/ŶǀĞƌƐĞ�dƌŝŐŽŶŽŵĞƚƌŝĐ�&ƵŶĐƚŝŽŶƐ
�ƌĐƐŝŶĞ

න���ିଵ ݔ ݔ݀

ݑ ൌ ���ିଵ ݔ
ݒ݀ ൌ ݔ݀

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ െ න
ݔ݀ݔ

ξͳ െ ଶݔ
 ܥ

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ  ඥͳ െ ଶݔ  ܥ

�ƌĐĐŽƐŝŶĞ

න���ିଵ ݔ ݔ݀

ݑ ൌ ���ିଵ ݔ
ݒ݀ ൌ ݔ݀

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ െ නെ
ݔ݀ݔ

ξͳ െ ଶݔ
 ܥ

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ െ ඥͳ െ ଶݔ  ܥ

�ƌĐƚĂŶŐĞŶƚ

න���ିଵ ݔ ݔ݀

ݑ ൌ ���ିଵ ݔ
ݒ݀ ൌ ݔ݀

න ���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ െ න
ݔ݀ݔ

ͳ  ଶݔ
 ܥ

න ���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ െ
ͳ

ʹ
��ሺͳ  ଶሻݔ  ܥ

�ƌĐĐŽƚĂŶŐĞŶƚ



න���ିଵ ݔ ݔ݀

ݑ ൌ ���ିଵ ݔ
ݒ݀ ൌ ݔ݀

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ െ නെ
ݔ݀ݔ

ͳ  ଶݔ
 ܥ

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ 
ͳ

ʹ
��ሺͳ  ଶሻݔ  ܥ

�ƌĐƐĞĐĂŶƚ

න���ିଵ ݔ ݔ݀

ݑ ൌ ���ିଵ ݔ
ݔ ൌ ��� ݑ
ݔ݀ ൌ ��� ݑ ��� ݑ ݑ݀

න ���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ නݑ ��� ݑ ��� ݑ ݑ݀

ݑ ൌ ݑ
ݒ݀ ൌ ��� ݑ ��� ݑ ݑ݀

න ���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݑ ��� ݑ െ න��� ݑ ݑ݀  ܥ

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݑ ��� ݑ െ ��ȁ��� ݑ  ��� ȁݑ  ܥ

ܿଶ  ͳ ൌ ଶݔ

ܿ ൌ ඥݔଶ െ ͳ
tŚĞƌĞ�Đ�ŝƐ�ƚŚĞ�ŽƉƉŽƐŝƚĞ͕�ƚŚĞ�ĂĚũĂĐĞŶƚ�ŵĞĂƐƵƌĞƐ�ϭ͕�ǆ�ŝƐ�ƚŚĞ�ŚǇƉŽƚĞŶƵƐĞ͕�Ăůů�ŝŶ�ƌĞĨĞƌĞŶĐĞ�ƚŽ�ƚŚĞ�
ĂŶŐůĞ�ƚŚĂƚ�ŵĞĂƐƵƌĞƐ�Ƶ͘

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ െ �� ቀȁݔȁ  ඥݔଶ െ ͳቁ ܥ

�ƌĐĐŽƐĞĐĂŶƚ

න���ିଵ ݔ ݔ݀

ݑ ൌ ���ିଵ ݔ
ݔ ൌ ��� ݑ
ݔ݀ ൌ െ��� ݑ ��� ݑ ݑ݀

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ නെݑ ��� ݑ ��� ݑ ݑ݀

ݑ ൌ ݑ
ݒ݀ ൌ െ��� ݑ ��� ݑ ݑ݀

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݑ ��� ݑ െ න��� ݑ ݑ݀  ܥ

න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݑ ��� ݑ െ ��ȁ��� ݑ െ ��� ȁݑ  ܥ

ܿଶ  ͳ ൌ ଶݔ

ܿ ൌ ඥݔଶ െ ͳ
tŚĞƌĞ�ƚŚĞ�ŽƉƉŽƐŝƚĞ�ŵĞĂƐƵƌĞƐ�ϭ͕�Đ�ŝƐ�ƚŚĞ�ĂĚũĂĐĞŶƚ͕�ǆ�ŝƐ�ƚŚĞ�ŚǇƉŽƚĞŶƵƐĞ͕�Ăůů�ŝŶ�ƌĞĨĞƌĞŶĐĞ�ƚŽ�ƚŚĞ�
ĂŶŐůĞ�ƚŚĂƚ�ŵĞĂƐƵƌĞƐ�Ƶ͘



න���ିଵ ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ���ିଵ ݔ െ �� ቀȁݔȁ െ ඥݔଶ െ ͳቁ ܥ

>ŽŐĂƌŝƚŚŵŝĐ�&ƵŶĐƚŝŽŶƐ
�ĂƐĞ��ĂƐĞ

න �� ݔ ݔ݀

ݑ ൌ �� ݔ
ݒ݀ ൌ ݔ݀

න �� ݔ ݔ݀ ൌ ݔ �� ݔ െ න
ݔ

ݔ
ݔ݀  ܥ

න �� ݔ ݔ݀ ൌ ݔ �� ݔ െ ݔ  ܥ

'ĞŶĞƌĂů��ĂƐĞ

න �� ݔܽ ݔ݀

ݑ ൌ �� ݔܽ
ݒ݀ ൌ ݔ݀

න �� ݔ ݔ݀ ൌ ݔ �� ݔܽ െ න
ݔ

ݔ
ݔ݀  ܥ

න �� ݔ ݔ݀ ൌ ݔ �� ݔܽ െ ݔ  ܥ

'ĞŶĞƌĂů�>ŽŐĂƌŝƚŚŵƐ

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ න
�� ݔ

�� ܾ
ݔ݀

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ
ͳ

�� ܾ
න �� ݔ ݔ݀

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ
ͳ

�� ܾ
ሺݔ �� ݔ െ ሻݔ  ܥ

න ��� ݔ ݔ݀ ൌ ݔ ��� ݔ െ
ݔ

�� ܾ
 ܥ


